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Vorwort. 



I)ie stattlichen Gresammt-Ansgabeii, die von den Werken fast 
aller grossen Mathematiker seit Lagrange veranstaltet worden sind, 
haben eine zwiefeche Bedeutung. Sie sollen einerseits ein würdiges 
Denkmal jener erlauchten Geister sein, andererseits aher die 
1, Schöpfungen derselben der lernenden Nachwelt zugänglicher machen, 
^ als dies bei den Originalen der Fall ist, die teils in periodischen 
'*j Schriften zerstreut, teils selten geworden sind. Nun ist nicht 
S zu verkennen , dass der letztere Zweck nur in beschränktem Maasse 
J erreicht werden kann. Denn Umfang und Ausstattung der 
Gesanunt-Äusgaben bringen es mit sich, dass — im prosaischsten 
Sinne — die Mittel, durch die man zu diesen Quellen steigt, 
denen, die daselbst zu schöpfen begehren, nur selten zu Gebote 
stehen. Damm dürfen Einzelamgaben , wie die vorliegende, 
wohl eine freundliche Äu&ahme seitens des mathematischen Pu- 
blikums erhoffen. Was die gewählten Gaiwsschen Abhandlungen 
betrifft, so gelten auch von ihnen Herrn Kummers Worte^): „Unter 
allen seinen . . . grösseren und kleineren Werken ist keines, welches 
nicht in dem betreffenden Fache einen wesentlichen Fortschritt 
durch neue Methoden und neue Resultate begründete; sie sind 
Meisterwerke, welche denjenigen Charakter der Klassicität an sich 
tragen, welcher dafür bürgt, dass sie für alle Zeiten, nicht bloss 
als Monumente der geschichtlichen Entwickelung der Wissenschaft 



') Festrede, gehalten am 3. Äwg. 1869 in der Aula der Friedr.-Wilh.-UniTOrsitit. 
Berlin 1869 S. 8. 
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IV Vorwort. 

erhalten, sondern anch von den künftigen Generationen der Mathe- 
matiker aller Nationen, ala Grundlage jedes tiefer eingehenden 
Studiums und als reiche Fundgrube finchtharer Ideen werden be- 
nutzt und mit Fleiss studirt werden." In der That haben die 
DüquimtioneK generalei circa aeriem inßnitam eine ganze . Literatur 
nach sich gezogen, in welcher Namen wie Kummer, Weiersiraas 
und Riemann glänzen. 

Gauss selbst hat unter dem eben angeführten Titel nur den 
ersten Teil seiner Untersuchungen veröffentlicht'}; in seinem Nach- 
lass fand sich indessen eine Fortsetzung vor, die in die Ga««« sehen 
Werke aufgenommen wurde^). Wie der .Herausgeber, Herr Scke- 
ring, mitteilt^), trägt die gesamrate Abhandlung in der Hand- 
schrift den Titel „Disquisitiones generales circa functiones a serie 
in&iita 1 H- y-^ x -i- etc. pendentes auctore Carolo Friderico Gauss 
societati regiae traditae Nov. 1811." Bei der Veröffentlichung des 
ersten Teils vermehrte Gauss die ursprünglich vorhandenen 27 Ar- 
tikel auf 37 , wobei die Zahl der numerirten Gleichungen von 65 
auf 79 stieg. Herr Schering hat demgemäss die entsprechenden 
Nummern im zweiten Teü so geändert, dass sie sich an die des 
ersten anscbliessen und diese Aendening auch bei den vorkom- 
menden Citaten berücksichtigt. 

Die vorliegende Uebersetzung weicht von dem Text der Werke 
nur darin ab, dass der zweite Teü der Arbeit^als solcher be- 
zeichnet und noch die Ueberschrift , .Vierter Abschnitt" hinzugefügt 
wurde, entsprechend der Andeutung des Verfassers im Schlusä- 
satz des Art. 3. Ausserdem ist eine ßeihe von Druckfehlem, 
meist in den Rechnungen, berichtigt worden*). Dem Wortlaute 

') Im 3. Bande der „CammentatiDneB societatis regiae scientianim Gottingensis 
recentiores." Qottiugae 1813. 

') C<^i Friedrich Oaues Werke. Herausgegeben von der Kgl. Gesellachatt der 
Wissenschaften zu Göttingen. Band ]I1. 186G. 2. Aufl. 1876. 

') (?auu, Werke 111. 330. 

*) Eine genaue Nachweisung derselben s, in SchBmikhe Zttehr. f. Math, u. 
Fhyi. XXSll (1887) Hiel.-lä. Abt. S. 99. — Mitteilungen von Druckfehlern, die sich 
in die vorliegende Ausgabe eingeschlichen haben sollten, wolle man freundlichst an 
die Verlagshandlung gelangen lassen. 
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Vorwort. V 

nach schliesst sich die Uebersetzung dem Urbild möglichst treu 
an, selbst wo etwa ungebräuchlich gewordene Wendungen die 
Versnehimg zu kleinen Abweichungen nahe legten. Es sollte da- 
durch auch der historische E«iz der Arbeit nach Mögliehieit ge- 
wahrt werden. Aus demselben Grunde ist in dem als Einleitung 
vorgedriu^ten GaiMsaehen Bericht über den Inhalt des ersten Teils 
die Orthographie des Ter&ssers unverändert beibehalten worden. 

Die Anmerkungen des TJebersetzers sind Oberwiegend litera- 
rischen tmd historischen Inhalts; nur in wenigen Fallen erschien 
es angemessen, Zusätze zum Text zu geben. Da die Noten, vom 
Text getrennt, am Schluss des Heftes stehen, so wird hoffentlich 
auch solchen Leaem genügt sein, die das Gausssch^e Werk ungestört 
durch gerade Zuthat geniessen wollen. 

Berlin, im Oktober 1887. 

H. 8. 
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Gauss' Selbstanzeige der Disquisitiones 

Göttingischen gelehrten Anzeigen vom 10. Februar 1812. S. 233. 



Die logarithmisclien und Ereisfiinctioneii, als die einfachsten Arten der 
transscendenten FuncüoneD, sind diejenigeD, womit sicli die Analysten am 
meisten beechäftigt haben. Sie verdienten diese Ehre sowohl wegen ihres 
steten Eingreifens in fast alle mathematische Untersuch nngen , theoretische 
und practische, als wegen dea fast unerscböpfiichen Beichthnms an inter- 
essanten Wahrheiten, den ihre Theorie darbietet. Weit weniger sind bisher 
andere transscendente Fanctionen bearbeitet, die sich auf jene nicht znrflck 
führen lasseu, sondern als eigne hShere Gattungen betrachtet werden mflssen, 
die nur in speciellen Fällen mit jenen zasammenhäDgen. Und doch sind manche 
solcher Functionen nicht minder fruchtbar au interessanten Belationen, und 
daher dem, welcher die Analyse um ihrer selbst willen ehrt, nicht minder 
wichtig; so wie ihr häufiges Vorkommen bey mancherley andern Unter- 
suchungen sie dem empfehlen mnss, der gern erst nach practiscbem Nutzen 
fragt. Professor Gauss bat sich mit Untersuchungen fiber dergleichen 
höhere transscendente Functionen schon seit vielen Jahren beschäftigt, deren 
weit ausgedehnte Resultate das Gesagte bestätigen. Einen, verhaltnissniässig 
freylich nur sehr kleinen, Theil derselben, der gleichsam als Einleitung zu 
einer künftig zu liefernden Beihe von Abhandlnngen angesehen werden 
kann, hat er am 30. Januar unter der Aufschrift 

Disqnisitiones generales circa seriem infinitam 

-i.M 



1.7 l.z.Tf-Y -J- l 1.2,3.7.7 + l.Y -t- 2 

Pms prior, 

als eine Vorlesung der königl. Gesellschaft der Wissenschaften übergeben, 
woraus wir hier die Haupt-Homeute des Inhalts anzeigen wollen. 

Die trän sscen deuten Functionen haben ihre wahre Quelle allemahl, offen 
liegend oder versteckt, im Unendlichen. Die Operationen des Integrirens, der 
ä*a)i. 1 
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Summationen unendlicher Reihen, der Entwich elung unendlicher Prodncte 
ins Unendliche fortlaufender conti iiuirlich er Brüche, oder überhaupt die Ad- 
nSherang au eine Glreuze durch Operationen, die nach bestimmten Gesetzen 
ohne Ende fortgesetzt werden — diess ist der eigentliche Boden, auf 
welchem die tr&nascendenten Functionen erzeugt werden, oder wenn man 
lieber sich eines andern Bildes bedienen will, diess sind die eigentlichen 
Wege, auf welchen man dazu gelangt. Zu einem Ziele führen gewöhnlich 
mehrere solcher Wege: die Umstände nnj die Zwecke, welche man sich 
vorsetzt, müssen bestimmen, welchen man zuerst oder vorzugsweise wählen 
will. Die Beihe, welche den Gegenstand gegenwärtiger Abhandlung aus- 
macht, ist von einer sehr umfassendeu Allgemeinheit. Sie stellt, je nachdem 
die Grössen a. ^, 7 (welche nebst x der Verf. durch die Benennungen 
erstes, zwejtes, drittes, viertes Element unterscheidet, so wie er. Kürze 
halber, die ganze durch die Beihe dargestellte Function mit den Zeichen 
F(a^ ß, Y, x) bezeichnet), so oder anders bestimmt werden, algebraische, 
logarithmische, trigonometrische oder höhere trausscendente Functionen dar, 
nnd man kann behaupten, dass bisher kaum irgend eine transsceudentc 
Function von den Analysten untersucJit sey, die sich nicht auf diese Reihe 
zurück führen Hesse. Eine grosse Menge von Wahrheiten, welche iu Be- 
ziehung auf solche sehen in Betrachtung gezogene Functionen schon auf- 
gefunden sind, lassen sich aus der allgemeinen Natur der durch unsere 
Reihen dargestellten Function ableiten, und schon nm desswiUen würden 
Untersuchungen darüber die Aufmerksamkeit der Geomuter verdienen, obwohl 
diess nur Nebensache, nud die Eröffaang des Zuganges zu neuen Wahrheiten 
als Hauptzweck zu betrachten itit. Gegenwärtige Abhandlung enthält nur 
erst die Hälfte von den allgemeinen Untersuchungen des Verfassers, deren 
zu grosser Umfang eine Theilung notwendig machte. Hier gilt eben die 
Beihe selbst als Ursprung der transscendenten Functionen, welche in dem 
weitem Verfolg der Arbeit aus einer allgemeiner anwendbaren Quelle werden 
abgeleitet, und ans einem höheren Gesichtspuncte betrachtet werden. Die 
erstere Erzeugung macht, ihrer Natur nach, die Einschränkung auf die 
Fälle nothweudig, wo die Reihe convergirt, also wo das vierte Element x, 
positiv oder negativ, den Wert J nicht überschreitet: die andere Erzeugnngsart 
wird diese Beschränkung wegräumen. Allein eben die erstere Erzeugungsart 
führt schon zu einer Menge merkwürdiger Wahrheiten auf einem bequemem 
und gleichsam mehr elementarischeu Wege, und desswegen hat der Verf. 
damit den Anfang gemacht. 

Diese erste -Hälfte der Untersuchungen zerfällt in drey Abschnitte, 
welchen einige allgemeine Bemerkungen voraus geschickt sind. Um eine 
Probe von der ausgedehnten Anwendbarkeit der Beihe zu geben, sind auf 
dieselbe zuvörderst 23 verschiedene Reihenentwickeinngen algebraischer, 
logarithmischer und trigonometrischer Fnuctiouen zurück geführt, so wie, 
als ein Beyspiel höherer transscendenter Functionen, die Coefficienten der 
BUS der Eutwickelang von (aa + 66 — 2oftcos!p)~" entspringenden, nach den 
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Cositma der Vielfachen toh « fortschreitenden, Reihe, uiid_^war letztere auf 
drey verschiedene Arten, 

Der erste Abschniü beschl^gt sieb mit den Relationen zwischen solchen 
Reihen von der obigen Form, in welchen die Werthe eines der drej ersten 
Elemente um eine Einheit verschieden, die Werthe der drey übrigen hin- 
gegen gleich sind. Dergleichen Reihen nennt der Verf. series conliguae, im 
Deutschen könnte man sie etwa verwandte Seihen nennen. Jeder Reihe 
F(a, p, 7, x) stehen also sechs verwandte zur Seite, nämlich ^"(0 + 1, ß, 7, x), 
2='(a - 1, 3, 7, X), J-K ß + ], 7, *), -f (a, 9- hl, X), FK P, 7 + 1, X). 
-f C^i P. 1 — I: *X 1"^ ÖS wird hier gezeigt, dass es zwischen der ersten und 
je zweyen der verwandten eine lineare Gleichung gibt. Fünfzehn Gleichungen 
entspringen anf diese Weise. Es folgt hieraus das wichtige Theorem, dass, 
wenn a'— a, a"— a, ß'— p, ?"— ß, 7'— 7, 7"— 7 ganze Zahlen sind, anch 
zwischen F(a, ß, 7, x), F(a', ß', 7', x), F(_i", ß", 7", x) eine lineare 
Gleichung Statt findet, und also, allgemein zu reden, aus den Werthen zweyer 
dieser Functionen der Werth der dritten abgeleitet werden kann. Einige 
der einfachsten oder sonst merkwürdigen Fälle hat der Verf. hier noch 
besonders üasammeu gestellt. 

Der eiceyte Abschnitt gibt Verwandlungen in conti nnirliche Brüche, und 
zwar fiir die Quotienten 

F(a, ?+\,T + l, x) F(a, 3 + 1, 7, x) J-(a-l, ß + 1, 7. x) 
FC«, p, 7, *) ""' . J-C«, P, ■!, :»:) ' FC«, ß, 7, ^) 

anf welche sich noch drey andere durch die offenbar verstatteto Vertauschnng 
der beiden ersten Elemente zarück flühren lassen. Von diesen Lehrsätzen 
sind fast alle bisher bekannte Entwickelungen in continaiiliche Brüche nur 
specielle Fälle. Vorzlglich merkwürdig ist der Fall, wo man in der zweyten 
Entwickelung p = setzt. Es folgt darans ein Lehrsatz, welchen wir 
seiner umfassenden Anwendbarkeit wegen hier beyfdgen. Die Function 
F(a, 1, 7, x) oder, was einerley ist, die Reihe 

1 + -a!+ — — r^xx -h— — r-r- äX^+ etc. 

7 1-7 -t- 1 7.74-1,7 + 2 



gibt den contdnnirlichen Bruch 
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wo die Coefficientea a, b, c, d etc. nach folgeodem Gesetze fortschreiten: 

^_ (tt +lh ,_ 2(-[ + l-a) 

(Y+l)C7-t-2) "~(7 + 2Kt + 3) 
(a + 2)(7 + l) 3(T + 2-a) 

(T + 3)a + 4) ^ Ct + 4)(7 + 5) °- '■■■ 

Hiemach lassen sich z. B. die Potenz eines Binominm, die Reihen Mr 
log(l +«), logi-^ — 1 för Eiponential-Grössen, lär den Bogen dnrch die 
Tangente oder dnrch den Sinns n. a. in unendliche contdnnirliche Brüche 
verwandeln. Auch beruhen hierauf die in der Theoria mottis corpomm 
coelesüum gegebenen Verwandlungen in solche Brüche, deren Beweise hier 
von dem Verfasser nachgehohlt werden. 

Be; weitem den grössten Theil der Abhandlung ninunt der dritte Ab- 
schnitt ein, iu welchem von dem Werthe der Beihe gebandelt wird, wenn 
man das vierte Element ^ 1 setzt. Nachdem zuvörderst mit geometrischer 
Schärfe bewiesen, dass die Beihe für x=l nur dann zu einer endlichen 
Summe convergire, wenn 7 — a — fl eine positive Grösse ist, führt der Verf. 
diese Summe, oderf(QL, fl, 7, 1) auf den Ausdruck j., -__ ■ ^ ]VTT7"nrTZr"n 
zurück, wo die Cliaracteristik Fl eine eigene Äit transscend enter Functioaeo 
andeutet, deren Erzeugung der Verf. anf ein unendliches Product gründet. 
Diese in der ganzen Analyse höchst wichtige Fnnction ist im Grunde nichts 
anders als Eulers inexplioable Function 

l\e= 1.2.3.4 g 

allein diese Erzeugungsart oder Definition ist, nach des Verf. Urtheil, durch- 
aus unstatthaft, da sie nur für ganze positive Werthe von e einen klaren 
Sinn hat. l>ie vom Verf. gewählte Begründungsart ist allgemein anwendbar, 
und gibt selbst be; imaginären Werthen von 2 einen eben so klaren Sinn, 
vrie bey reellen, und man läuft dabe; durchaus keine Gefahr, anf solche 
Paradoxen und Widersprüche zn gerathen, wie ehedem Hr. Kramp bey seineo 
numerischen Facultäten, die sich, wie man leicht zeigen kann, anf obige 
Function zurück liihren lassen, aber zur Aufnahme in die Analyse weniger 
geeignet scheinen, als diese, da jene von drey Grössen abhöngig sind, diese 
nur von Einer abhängt, und doch als eben so allgemein betrachtet werden 
musB. Der Verf. wünscht dieser transscendenten Function ihs in der Analyse 
das Bürgerrecht gegeben zn sehen, wozu vielleicht die Wahl eines eigneu 
Nahmens für dieselbe am beförderlichsten seyn würde: das Becht dazu mag 
demjenigen vorbehalten bleiben, der die wichtigsten Entdeckungen in der 
Theorie dieser der Anstrengungen der Geometer sehr würdigen Function 
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machen wird. Hier ist vod dem Verf. bereits eine bedeutende Anzahl merk- 
wQrdigrer, sie betreffender, Theoreme zusammen gestellt, «otou ein Theil 
als neu zn betrachten ist. Der Bsnm verstattet nnfl nicht, in das Detail 
derselben hier einzugehen: nur das eine heben wir daTOn ans, dass der 

Werth des Integrals la:^~'{l — a^/Äa; von x = bis !c = \ leicht anf die 

Function R zuiftch geffihrt werden kann, und dass alle die von Euler für der- 
gleichen Integrale zum Tbeil mübsam gefnndeaen Belationen sich mit grösBter 
Leichtigkeit aus den allgemeinen Eigenschaften jener Functionen ableiten 
lassen, bo wie umgekehrt allemahl Ue, wenn e eine Bational-Orösse ist, sich 
durch einige solche bestimmte Integrale darstellen lässt. 

Nicht weniger merkwürdig ist die aus der Differentiation von \\e ent- 
springende, gleichfalls transsceudente, Function, oder vielmehr 

dloglh _ dng _ 
de Ue.de' 

welche der Verfasser mit ^e bezeichnet hat, und die gleichfalls eine besondere 
Benennung verdiente. Von den zahlreichen merkwürdigen Eigenschaften 
dieser Function, welche in der Abhandlung aufgestellt sind, führen wir hier 
nur die Eine an, dass allgemein T^ — VO, wenn e eine rationale Grösse ist, 
auf Logarithmen u. Kreis-Functionen zurück geführt werden kann; fO selbst 
aber ist die bekannte, von Euler und Ändern untersuchte, Zahl 0,5772 156649 .... 
negativ genommen, welche der Verfasser hier, nach einer von ihm seihst ge- 
führten Rechnung, auf 23 Decimalen mittheilt, wovon die letzten von 
Mascheronis Bestimmung etwas abweichen. Uebrigens hängen sowohl 11.?, 
als Ve. mit mehreren merkwürdigen Integralen ftir bestimmte Werthe der 
veränderlichen Grösse zusammen. 

Diesem dritten Abschnitte ist noch eine unter der Aufsicht des Professors 
Gauss von Hrn. Nicolai mit grösster Sorgfalt berechnete Tafel für logll« und 
für 'Ve beygefögt, worin das Argument z durch alle einzelnen Hunderttheile 
von bis 1 fortschreitet; aus der Theorie dieser Functionen ist klar, dass 
man auf diese Werthe von e alle andere leicht zurück fuhren kann. 
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nnendliclie Reihe 



1.7 1.2.Y(T-t-I) 1.2.3.7(7+l)(7 + 2) 
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Binleitaig. 



1. 

Die Reihe, die wir in dieser Abhandlang untersuchen wollen, \a,nii als 
Function der vier Gröeeeu a, p, -f, a; angesehen werden, die wir die Elemente 
derselben nennen, indem wir der Beihe nach das erste Element a, das zweite ß, 
das dritte 7 und das vierte x anterscheideu. Offenbar ist es erlaubt, das 
erste und zweite Element mit einander zu vertanachen: wenn wir also der 
Kürze wegen unsere Reihe dnrch F(a, ß. y, x) bezeichnen, so haben wir 
nP, 0^,1, x) = 1X1,?, l,x). 



Werden den Elementen a, ß, -; bestimmte Werte beigele^, so gebt 
unsere Reihe in eine Panction einer einzigen Veränderlichen x Ober,'v^ie 
offenbar nach dem 1 — aten oder 1— ßten Gliede abbricht, wenn a — 1 
oder ß — 1 eine negative ganze Zahl ist, in allen anderen F&llen aber sich 
ins unendliche erstreckt. Im ersteren Falle stellt die Reihe eine rationale 
algebraische Function dar, im zweiten dagegen meist eine transscendente 
Function. Das dritte Clement 7 darf weder eine negative ganze Zahl noch 
= aeis, damit wir nicht zu uneudlieb grossen Gliedern kommen. 



Die Coeffideuten der Potenzen a^' und x in unserer Reihe verhalten 
sich wie 



n&hem sich also der Gleichheit um so mehr, je grösser m genommen wird. 
Wenn daher auch dem vierten Elemente x ein bestimmter Wert beigelegt 
wird, so wird von dessen Beschaffenheit die Oonvergenz oder Divergenz ab- 
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hängen. So oft nämüch x einen reellen, positiven oder negatiTen, Wert, 
kleiner als die Einheit, erhält, wird die Reihe sicher, wenn anch nicht gleich 
von Anfang an, so doch nach einer gewiesen Entfernung convergiten nnd 
zu einer ganz bestimmteu endlichen Summe fBhren, Dasselbe ergiebt sich 
ffij einen imaginären Wert von x von der Form o + 6j/ — 1, sofern 
aa + hb<l. Für einen reellen Wert von x dagegen, der grdsser als die 
Einheit ist, oder för einen imaginären von der Form a + b^ — 1, wo 
oa + 1& !> 1, wird die Reihe, wenn nicht sogleich, doch nach einer gewissen 
Entfernung notwendig divergiren, so dass von ihrer Summe nicht die Rede 
sein kann. Für den Wert x= 1 endlich (oder allgemeiner fiir einen Wert 
von der Form a + b^ — 1, wo aa + Wi^ ]) wird die Convergenz oder Diver- 
genz der Reihe von der Besch äffen heit von a, ß, 7 abhängen; von dieser, 
nnd insbesondere von der Summe der Reihe fäi x^l, werden wir im 
dritten Abschnitt sprechen. 

Da nun unsere Function als Summe einer Reihe definirt ist, so ist klar, 
dass sich unsere Untersuchung naturgeroass auf die Fälle beschränkt, wo 
die Reihe wirklich convergirt, nnd dass es ungereimt ist, nach dem Werte 
der Reihe zu fragen, wenn x einen grösseren Wert als die Einheit hat. 
Später jedoch, vom vierten Abschnitt an, werden wir unsere Function auf 
ein höheres Princip gründen, welches eine sehr allgemeine Anwendung 
gestattet. 

4. 

Die Differentiation unserer Reihe, wobei irir nur das vierte Element x 
als veränderlich ansehen, führt auf eine eben solche Function, denn mau 
hat offenhcu: 

Dasselbe gilt von wiederholten Differentdationen, 

5. 

Es wird der Mühe wert sein, einige Functionen, die eich auf unsere 

Reihe zurückfahren lassen, und die in der ganzen Aualysis sehr häufig vor- 
kommen, hierherznsetzeii. . 

I. (t + ur=t'F{-n, P, ß, -"). 

wo das Element ß beliebig ist. 

n. (, + .)-+(i^.)'-2<-F(-l«, -i» + i, i, f ), 
ra. (( + «)"+ ("— 2rp(- «, «, 2«, — ^V 
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EioleitUDfc. 
wo Ol eine nnendlich kleine Gröese bedeutet. 

IV. « + „)--(,-„)-=2»f-.p(-i» + i, -i„ + l, ?, f ), 
VI. log(l + = «.FCl , 1, 2, — <), 



»^^-'"12' ■' 2 



« . 



vm. e'— f(i„s,i, I)— H-IJ'(l, t, 2, 1] 

= 1 + i + ^ «*■( 1, ft, 3, ^] u. fl. w., 

wo e die Basis der aat&rlicheti Lo(^ritIimeD, h eiue oiiendlicb grosse Zalil 
bezeicliDet. 



IX. 




e' + e- 


'-2J'(i,i^, 


1 « \ 

2' my 








wo k and k' 


anendlich grosse Zahlen bedeaten. 








X. e' 


-.- 


= ^tpU, K. 


3 U\ 

• V m)' 










XI. 


sinf 


= iF(i, i', 


3 « \ 

2- -«fJ- 










xn. 


coe< 


= J'(ft, i-. 


1 H \ 
2'-4)»j' 










XIII.') 


( 


= sini. J-^i 


;i,|,si.,.), 








XIV. 


i 


= 8in*.co8(.Wl, 1, |, 


einlA. 








XV. 




l=tang<.f| 


S".|.- 


lange). 








XVI. 


siiittj 


: = ,..,..( 


i-4'- 


1-4- 1- 


Si. 


,.). 




XVII. 


tinnt 


-osinl.ce! 


...(!».: 


..-i».., 


3 
2 


. 8in(A, 




XVDI. 


sin») 


,-„.„,.e,..-..(-l 


...,-1. 


+ 


1 3 

2' 3' 


■tang(* 
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rird St gleich dem ProdDct 

Yon a~*" 

»r , «(» + 1) »iT^»(» + l)(»+2) fr» 
m.l 1 + »- + — j-5— ■ — + ^,-2-3 -^+- 

...1 ,^.''"'j-»<»+') «"■"' . ■>(» + l)(« + ä) t'r-' 
„all+«— +— j-j j^ + J3^3 jr 

and da dies Froduct identisch sein muss mit 

A-i-A'(r + r-') + ^"(w -t- 1'^) + A"'(r^ + r"') + ■ ■ ■ 

jo ergeben sich die obigen Werte ohne Weiteres. 
Femer haben wir zweitens 



1 1 






A- =«(aa + W.)-"->a£.J'(^« + ^, 2«"^ '' *' (ääTW'J 
4"=^^— \aa + H,)-"-2aa6ÄJi'(|n+l, ~« 

u. B. f., 
welche Werte leicht ans 

■ ah n(n+V), _,,a ao&& 

folgen. 

Th-ittens wird 
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Endlich iet viertens 

u, s. f. 
Jene und diese Werte ergebet! sich leicht ans 
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Erster Abschnitt. 

Beileliiui|ren zwischen benachbarten^ Fonctionen. 



Wir nennen eine Function zu ^(a, p, i, x) betuujibarf, wenn sie aus 
dieser <iadurch herrorgelit, dasa das erste, zweite oder dritte Element um 
eine Einheit yermehrt oder yermindert wird, während die drei flbrigen 
Elemeete ungeäudert bleiben. Die ureprüngliclie Function Ffa. p, 7, x) 
liefert also sechs benachbarte. Zwischen je zweien derselben und der ur- 
sprünglichen Function besteht eine sehr einfache lineare Gleichung. Diese 
Olelchuugen, fünfzehn an der Zahl, stellen wir hier zur Übersicht zusammen, 
wobei wir der Kürze wegen das vierte Element, das stets =: 3; zu denken 
Isl^ fortlassen und die ursprüngliche Fuuetion einfach mit F bezeiclmen. 

(I]0- (,-2,- (J-.)«)J'+.(l-»)f (. + !,?, i)-ft-.)F(.-l,p,Y), 
[■2J = (P - .)? + .Ff. + 1, p, ,) - pF(., ? +1, ■[), 
[3]0_(,-.-p)r4-.(l-a-)i''(. + l,P,l)-(7-?)«., ?-l, Y), 
[4] o_i(a-(i_fl)«)J'_.,(l -«)J?(.-I- 1, p, -r) 

-l-(l-«)h-Wrf{«, P, 7 + 1), 
[5] (! = (,_. _l)ii-+iP(.-H,p,-,)-(,-l)f(.,P, Y-1), 
[G] II _ (,-._p)F-(,_.)r(._l, p,-,) + P(l -«)F(., p -1- 1, ,), 

[7]o-(p-.Ki-i)y-{7-.)jp{.-i,p,7) + (7-p)f(.,p-i,i), 
[8] o-^(l-^)F-^Fi.- 1, p, ^)^r(^-»xF^., p, 7+ 1), 

[9]0-(._l_(-,_p_l)x)F+ft-.)F(.-l, p, ^) 

-(7-l)(l-»)F(., I>,-I-1), 

[HI)l)=(,-2p-Kp-,)i)Jt'-l-p(l_»)F(.,p+l,Y)-(T-p)FC.,P-l,-i), 

[iijo_,(p_(,-.)»)y-p,(i-x)F(., p+1,7) 

+ (l-«)Cl-P)rf(., p,-,+ l). 
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[12] 0= (7 - p - 1)F+ pF(a, ß + 1, 7)-(7 - 1)^(«, P, 7 - 0, 
[13] = T(l-a;)f-7fC«, ß- 1, 7) + C7-«)a'J'C«, ß,i: + l). 
[14]0=(ß-l-{T-a-l»F+(7-p)J'(«,ß-l,7) 

-C7-0Ci-*)-FC=.P,T->). 

[15]0 = T(7-l-(2-r-a-ß-l)a:)J' + {7-a)C7-ß)^J'Csß,7+l) 
-Y(7-l)Cl-«)J'C«,ß,7-l)- 

8. 
Diese Formeln sind folffendermassen zn beveisen. Setzen wir 

(a+l)(« + 2)...(a + m-l)ß(ß+l)...(ß + »-2) _ 

1.2.3...m.7(7 + l)...(7 + iit— 1) "^ 

80 wird der Coefficlent von a^' 

in P ei(P-i-m— 1)JC 

in FC«, ß- 1,7) ■ ■ ■ "(ß-O^, 

in J'Ca-Hl, ß, 7) . . . C<^ + m)(ß + »t— I)Jf, 

in J'(<i,ß,7-1) . . . a(ß + TO-l)(7 + m~l)ilf 



dagegen der Coefficient von x'" in J'(<x+ 1| ß, 7) oder der Coefficient 
TOD «" in xF^t -I- 1, P, 7) 

= m(7 + m_l)af. 

Hieraae erhellt sofort die Richtigkeit der Formeln 5 nnd 3; dnrch 
Verianschnng von a nnd ß gellt aus b Formel 12 hervor, dann ans diesen 
beiden darcb Elimination 2. Weiter entsteht aus 3 dnrch dieselbe Ver- 
tanschang 6; ans der Verbindung von 6 und 12 entsteht 9, hieraus durch 
VertauBchung 14, und aas der Verbindung beider 7; ans 2 und 6 folgt 
endlich 1, und hieraus durch Vcrtanschnng 10. Formel 8 kann ebenso, wie 
oben die Formeln 5 und 3, ans der Betrachtung der Coefficienten herge- 
leitet werden (auf dieselbe Art könnten, wenn man wollte, äUe 15 Formeln 
gefunden werden), eleganter aber ans den schon bekannten aof folgende 
Weise. Verwandeln wir iu Formel b das Element a in a — 1 nnd 7 in 
7+1, so kommt 

o = C7-.+ i)J'C«-i,ß,Y + i) + C«-i)J'C«,ß,7+i)-7^(«-i,ßa)- 

Verwandeln wir aber in Formel 9 nur 7 in 7 + 1, so wird 

0= (a- 1 - (7 - ß);r)F(a,'p, 7 + 1) + (7_« + l)i?'(«_ 1, ß, 7 + 1) 

-7(l-;r)J-C<^ß,V) 
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Erster AbBchnitt. (7 

Die Suhtraotion dieser beiden Formeln liefert sofort 8, und diese durch 
Vertanschung 13. Aus 1 und 8 geht 4 hervor, and hieraus durch Ver- 
tauschung 11. Aus 8 und 9 folgt endlich 15. 



Sind n'—a, p'— ß, f— 7, sowie «"— a, ß"— ß, i' — f (positive oder 
negative) ganze Zahlen, so kann mau von der Function F(a, p, 7) zur 
Function F{p.\ p', 7'} und ebenso vou dieser zur Fauctiou F(a.", ß", 7") 
durch, eine Reihe ähnlicher Functionen so übergehen, dass jede der vorher- 
gehenden und der folgenden benachbart ist, indem man nämlich zuerst 
ein Eleuient, etwa «, beständig um eine Einheit ändert, bis mau von 
F(a, ß, 7} zu F{a.\ p, 7) gelangt ist, sodann das zweite Element ändert, bis 
man zu F(i.', p', 7) gelangt, and endlich das dritte Element ändert, bis man 
zu J'(o', p', 7') gelangt, und ebenso von dieser zn J^{a", p", 7"). Da 
nun nach Art. 7 zwischen der ersten, zweiten und dritten, und allgemein 
zwischen je drei aufeinanderfolgenden Functionen dieser Beihe lineare 
Gleichungen bestehen, so iet leicht ersichtlich, dass daraus durch Elimiuation 
eine lineare Gleichung zwischen den Fnuctionen F(a., p, 7), i''{'i.', 8', 7') und 
ii'(ii", p", 7") abgeleitet werden kann, so dasa, allgemein gesprochen, aus 
zwei Functionen, dereti drei erste Elemente sich um ganze Zahlen nnterscheideu, 
jede beliebige andere ebenso beschaffene Function abgeleitet werden kann, 
wenn nur das vierte Element dasselbe bleibt. Uebrigens begnügen wir uns 
hier, diese merkwürdige Wahrheit im allgemeinen festgestellt zu haben, ohne 
auf die Vereinfachungen einzugehen, durch welche die zn diesem Zwecke 
nötigen Rechnungen möglichst kurz werden. 

10. 

Seien z. B. gegeben die Fnnctiouen 

F(a^ p, 7), FC« +1, p + 1, 7 + 1), F(a + 2, p + 2, 7 + 2) 

und eine liueare Gleichung zwischen denselben sei gesucht. Wir vorknüpfen 
sie folgendennassen durch benachbarte Functionen 

■ i'C«, P.7) = -F 

i?'(«+l,p,7) = i^' 
Fip. + 1, p -1- l, 7) = F" 
J'(c<+l,P+l,7+.l) = f"" 
^■(« + 2, p + 1,7 + 1) = J''v 
JF(<x-l-2, p + 2,7+1) = -F^ 
jr(„ + 2, p + 2, 7 + 2) = i''" 
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Wir haben also die f&ut linearen Gleichungen (ans den Formeln 6, 13, 
5 des Art 7): 

I. = (7-a-])F-(7-a-l-p)F'_[i(l_3,)^'" 
IL = 1F'~^(l~x}F"•-(:l■~a.— \)xF"' 

m. o = ^F"-i^ — 1 — l)F"'—(a. + ^)F" 

IV. = (t~ot — I)J""— (7 — a— 2 — ß)i?^''_(p+ i)(| _a;)FV 
V. = i'i+l')F"-{T+l)(l~3;)F^-(T—a—l)xF^i 
Aas I. und H. erg^ebt sich dnrch Elimination von F' 
VI. = 7J' — y(1 — X)F"— (7 — a — p — l)xF"' 
Hieraus nnd aus III. durch Elimination von F" 
Vn. = -(F- (7 - a - 1 - ^)F"'- (t 4- 1) (1 - «) F" 

Dann aus IV. und V. durch Elimination von F'^ 

VUI. = (H-l)J"'-{7+l)J^+(p + I)arJ'" 

Hieraus und aus VU. durch Elimination ron F^^ 

IX. = 7(Y + l)-F-(Y + I)(T-(" + ß + l)'«)-P"' 

— (a + l)(p + l)a!Cl— aT)J"I 

U. 

Wollten wir sämmtliche Beziehungen zwischen je drei Functionen 
Fi<i, p, 7), J'(ii + i, p + IS 7 + v) und F(i. + 1', ß + (t', ^ + V), wobei i, 
[», V, i', (»,', v* entweder = 0, oder ^ + 1, oder = — 1 sind, erschöpfen, 
so wfirde die Menge der Formeln bis auf 625 steigen. Eine solche Samm- 
lung, wenigstens der einfacheren dieser Formeln, wäre keineswegs unnnlz: 
an dieser Stelle mag es aber genügen, nur einige beizufügen, die jeder 
ohne Hübe wird beweisen können, sei ee nach den Formeln des Art. 7, sei 
es, wenn man lieber will, auf dieselbe Weise, wie die beiden ersten von 
diesen im Art. 8 ermittelt sind. 

[161 y(S P, 7)-^(", ?, J-l) ^-^?§yf(.+ 1, P + 1, 7 + 1) 

[17] f(s? + i.i)-.F'(",l',-r)-"^('"+i,fi+ 1,1 + 1) 

[18] f(. + l,|l,i)-i'Kß,j)-^F(« + l, p + 1,1+1) 
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■ «(!-?) 
" 1(1+1)' 

[20] J'(. + l,p,, + l)_f(^p,,)_fcii?J?(. + l, p+1, 1 + 2 
[21] F(?.- 

[22] n«+),P-i,7)-r(«,pi,()-S 



„Gooi^lc 



Zweiter Abschnitt. 

KetteiLbrtt.che. 



so ist 

l-(a+l, ß, T + 1, :E)_ .F{ß, a+ 1, 7+ 1. x) ,. 

und daher, wenn wir Gleichnog 19 durch F(a, ß + 1, 7 + 1, «) dividiren, 



e(".P,-i,«) y(t + i) 



«ff(P + 1, et, 7 + 1, x) 



oder 

[24] SKP, ,, »)- 



_qr;j«e(f^+I.". 1+1. «) 

nnd da ebenso 

e(fi + i, .,, + ],*)- 



1 -^^(f^^25^'ec+ 1, P+M+ä.«) 

ist, u. s. f., so ergiebt eich fiii ff{a, ß, 7, a;) der Kettenbruch 
1 — fcc 
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Zweiter ÄbBchmtt. 



-d-?) 



1(T + 1) 


(■r + i)ft + 2) 


(.+ 1)(7 + 1-?) 


(H-3)(t + 4) . 


(l + 2)(7+3) 


(. + 2)C7 + 2-p) 


({1 + 3) (1+3-.) 



(t + 5)Ct + 6) 



8. f. ist, und das FortschreitaugBgeEstz auf der Hand liegli. 
Weiter folgt aus den Gleichungen 17, 18, 21 nnd 22 



[27] 



Fi". P+l, 


7.«) 


-F(«, P, 7, 


«) 


■fC' + l, P, 


7.») 


■F(«, ?, -r, 


«) 


I'(.-l,p + 


1. 7. ») 


Fi-, f, 7, 


») 


r(.+ l, p- 


1, 7, «) 



..,^„ „-, i_Mi:z:f_i^G'C« + i.p-i, 1,^) 

woraus, wenn für die Function G ihre Kettenbruch-Werte gesetzt werden, 
ebensoviele neue Eettenbrttcbe beirorgehen. 

TJebrigens ist ohne Weiteres lilai, dass der Eettenbmcli in Formel 2ö 
abbricht, wenn eine der Zahlen a, ß, t — a, t — P negativ und ganzzatalig 
ist, sonst aber sich ins Unendliche erstreckt.^) 



18. 

Die im vorigen Artikel gefundenen Eettenbiüche sind von sehr grosser 
Wichtigkeit, auch kann man behaupten, daes bis jetzt kaum irgendwelche 
nach deutlichem Gesetze fortschreitende EetteubrKche von den Analytikern 
anfgefunden seien, die nicht als besondere Fälle in den unsrigen enthalten 
wären. Besonders merkwürdig ist der Fall, wo in Formel 25 ^='0 ge- 
setzt wird, so dasB jF(a, ß, 7, x) = l, und daher, wenn wir 7 — 1 
statt f schreiben, 
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[30] F(ii, 1, i) = l + 






1 — ax 
l—bx 



"-Y ° 1(1 + 1). 

(» + 1)1 a(i + i -.) 

(T + l)(Y + 2) ° (l + 2)(i + 3) 

(.H-2)(i+ l) 3(1 + 2-.) 

(l + 3)(l + 4) ' (, + 4)(i+5) 

n. «. f. 

14. 

Eb wird der Mühe wert sein, einige beBOndere F&lle hier beiznfügeQ. 
Ans Formel I Art. 5 folgt. Kr (= 1, p = 1, 



[31] (1+»)"- 



«—1 



2(».+ 2) 
3.4 " 



•^. 2(«-ä) 
4.5 " 
AnB den Formeln VI n. VU Art. 5 folgt 

[32] l«g(l+0- '-j- 

-% ■ . 



1+T7<n. «■ f. 
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Zweiter Abschnitt. 



i_^««...t 

Werden hier die — Zeichen in + verwandelt, so ergiebt sich der 

Kettenbrucli für arc. tang. t. 
Weiter haben wir 

[M] ''--^ f 



S«t!.ii Wir .-3, ,-§. 80 folgt an. Fom.l 30 ohne Wolloree der 
in aei TImrit der Biuxgutts der mrrmelsMrper Art. 90 gegeben. Kelten- 
liradi.*) Ebenda sind zwei andere Kettenbrflclie mitgeteüt, deren Ent^ 
wickelnng bei dieser Gelegenlielt nachgeliolt werden ßoll. 
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Bo wild a. a. 0. 

,. _ f = ^ "" , also 

2 
und das ist die erste Formel; die zweite ergiebt sich folgendermaesen. Sei 



7.10 
■ 13.15* 



) wird nach Formel 25 



1 /137\ ! /ö 17\ 



Daher ist 



\2 2 2 *^~-^\2 2 2 ^^ 

oder, wenn da« erste ond zweite Element mit einander vertanseht werden, 
1 5 7 \ 



«.(i.|,|. ,) = .(-! 
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Zweiler Abeehnitt. 
Nach GleichuDg 31 haben wir aber 



4 
woraus Q=R — jx, and dieser Wert liefert, in die obige Forme) eingesetzt, 



* _ 1R 



3 zweite Formel. 



Setzen wir in Formel 30, a=—i a;= — 7«*, so wird für einen un- 
endlich grossen Wert Ton -f 

[36] F(^,l,^, — ^nt\ = l—mt-t-m(m + n)U—m(m->rn}im + 2n)P + ■■^ 
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Dritter Abschnitt. 

Toa der Summe der Keihe, wenn man du vierte Element ^ 1 letst, 
wobei zugleich einigeanderetranwcendenteEiuiGtionett abgehandelt werden. 



Wenn die Elemente a, ß, -j Bämmtlich positive Grössen sind, so werden 
alle Coeffldenten der Potenzen des vierten Elementes x positiv; ist aber das 
eine oder andete von jenen Elementen negativ, so werdcD, wenigstens von 
einer gewissen Potenz x" an, alle Coefficienten mit demselben Vorzeichen 
behaftet sein, wenn nnr m grösser als der absolute Wert des grössten ne- 
gativen Elemente angenommen wird. Femer ist von selbst klar, dass die 
Snmme der Beihe fBr 2: ^ 1 nicht endlich sein kann, wenn nicht die Coeffi- 
eienten wenigstens von einem gewissen Gliede an unbegrenzt abnehmen, 
oder, am analytisch zn reden, wenn nicht der Coefflejent des Gliedes x" 
gleich ist. Wir werden nnn zeigen, und zwar denjenigen zu Gefallen, die 
die strengen Uetboden der alten Geometer lieben, in aller Strenge, 

erstens, dass die Coefflcienten (wenn die Beihe nicht etwa abbricht), 
unbegrenzt wachsen, &lls a -H ß — 7 — 1 positiv ist; 

eweiteta, dass die Coefflcienten sich einer endlichen Grenze beständig 
nähern, falls a-t-p — 7 — 1 = 0; 

drittens, dass die Coefflcienten unbegrenzt abnehmen, falle a + ß — 7 — 1 
negativ ist; 

viertens, dass die Snmme unserer Seihe fDr « = 1 , trotz der Abnahme 
im dritten Falle, unendlich ist, falls a + ß — 7 positiv oder = ist; 

fünftens, dass dagegen die Summe endlich iet, falls a + ß — 7 negativ ist ^) 

16. 

Wir wollen die folgende Untersachung allgemeiner an der unendlichen 
Reihe iU, JU', M", M'". . . fahren, die so gebildet ist, dass die Quotienten 
M' M" M'" 
"iF' lüT^ -üfTT"' bezw. die Werte des Bruches 
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ffir t=m, t=m+ 1, ( = in+ 2 n. s. f. 8in3. Der Kttrze wegen wollen 
wir den Zähler diesea Bruches mit P, den Nenner mit p beEeichnen nnd 
anseerdem voranaBetzen, daas JP nnd p nicht identisch sind , oder dasa die 
Differenzen Ä— a,B — i, C. — c, ... nicht Bämmtlich mgleich Terschwinden. 
I. Wenn toh den Differenzen J — a, B—b, C—c, ... die «rsie nicht 
verschwinden de poeitiT ist, so kann man eine Grenze l so angeben, dass, 
sobald der Wert YOn t dieselbe (ibereteigi, die Werte von P nnd p sicher 
stets positiT ansfalleu nnd P>-p ist. Offenbar wird dies der Fall sein, 
wenn ffir 2 die grCsste reelle Wurzel der Gleichnng p(F — p)^0 gewählt 
wird; hat aber diese Gleichnng gar keine reellen Wurzeln, so wird jene 
Eigenschaft für alle Werte von * statthaben. Daher werden in der Keihe 
M' M" M"' 

W HF' HP'' '" ^^''^E^^^^ ^^"^ einer gewissen Entfernung (wenn mcnt 
Ton Anfeng an) alle Glieder positiv and grösser als eins sein; wenn also 
keine derselben esO oder unendlich groes wird, so ist Usr, 

dass oBe Glieder der Jteäie M, M', HI", M"', ..., wenn nicht von 

Anfang an, so doch nach einer gewissen Entfernung, dasselbe Vor- 

zeichen haben und beständig uMichsen. 

Ans demselben Grunde werden, wenn von den Differenzen A — a, 

B—b, C — c XL e. t die erste nicht verschwindende negativ ist, alle Glieder 

der Seihe M, M\ M'\ M'", . . ., wenn nietat von Anfang an, so doch nach 

einer gewissen Entfernung, dasselbe Zeichen haben und beständig abnehmen. 

n. Sind setion die Coefflcienten A und a verschieden, so werden die 

Glieder der Reihe M, M'. M", M'", . . . über jede Grenze hinaas oder ins 

Unendliche entweder wachsen oder abnehmen, je nachdem die Differenz 

A — a positiv oder negativ ist: dies beweisen wir, wie folgt. Wenn A — a 

positiv ist, werde eine ganze Zahl A so angenommen, dass h{A — »)>■ 1, 

..d g...w^^Ä, ~-ir, ^2-.v", ^-Ä™ «. .. f., »- 

N' 2<!" N'" 
wie (P*= C, (t-\-\)p''=q. Dann ist klar, dasS' j^' -^< -^-i ■■ die 

Werte des Bruches — filr( = «», f=m + l, t^m + % ... sind, während 

Q and q algebraische Functionen von der Form 

Bind. Da nun nach Voraussetzung die Differenz hA — {ha+ I) positiv ist, 
Bo werden (nach I) die Glieder der Heiho'^, N', N", N"', . . ., wenn nicht 
von An&ng an, so doch nach einer gewissen Entfernung, beständig wachsen; 
daher wachsen die Glieder der Reihe mN, {m + l)N', (m+ ^)N", 
[m + 3)J7"', . . . notwendig über alle Grenzen hinaus nnd damit auch die 



D,qit,zeabvG00»^lc 



28 EratBt Teil. 

GrUeder der Beihe M, M', M", ÜT", ..., dereo Ate Potenzen ja jenen 
gleich sind, W, z. b. w. 

Ist A — a negativ, so nehme man eine ganze Zahl Ä so an, dass 
h{a — ^) >- 1 wird, wonach durch ähnliche Schlüsse die Glieder der Beihe 

miK*, (m + 1)JH'*, (fw -(- 2) JK"*, (m + 3)itf"'*, . . . 

nach einer gewiesen Entfemnng beständig abnehmen werden. Daher nehmen 
die Glieder der Reihe M'', M''', M"", . . . also auch die Glieder der folgenden 
M, M', M", M'", . . , notwendig unbegrenzt ab. W. z. b. w. 

III. Sind dagegen die ersten CoeMcienten Ä nnd a einander gleich, 
so convergiren die Glieder der Reihe M, M", M'\ M'", . . , beständig gegen 

. eine endliche Grenze , was wir folge ndermasseu beweisen. Nehmen wir 
zuerst an, die Glieder der Beihe wachsen nach einer gewissen Entfenmng 
beständig, d, h. von den Differenzen B — b, C—c, ... sei die erste nicht 

* nerschwindende positiv. Sei Ä eine so beschaffene ganze Zahl, dasa h + b — B 
positiv wird, und setzen wir 

«(s^J=-. -'C^)*-^. -(^?)'=- »•••'■• 






die Werte des Bruches 
sind. Da wir dann haben 



und nach Voranssetznng B — k — b negativ ist, so werden die Glieder der 
Reihe N, N", N", N"', ..., nach einer gewissen Entfernung mindestens, 
beständig abnehmen; somit können die Glieder der Reihe M, M\ M". 
M"\ ..., die stet« bezw. kleiner sind als jene, während sie zugleich be- 
ständig zunehmen, nni gegen eine endliche Grenze convergiren. W, z. b, w. 
Wenn die Glieder der Beihe Jlf, M', M", M'", . . . nach einer gewissen 
Entfernung beständig abnehmen, so ist fhr h eine solche ganze Zahl zu 
wählen, dasB h + B — b positiv ist, und dnrch ganz ähnliche Schlüsse za 
beweisen, dass die Glieder der Reihe 



.f(5=J)\ 



Kl^'l . i-r'L^)*. «"(^'J 



nach einer gewiesen Entfernung beständig wachsen, so dass die Glieder der 
Beihe M, M', M", . . ., die stets bezw. grosser sind als jene, während sie 
zugleich beständig abnehmen, notwendig nur bis zn einer endlichen Grenze 
abnehmen können. W. z. b. w. 
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IV. Was end]ich die Summe der Reihe, deren Glieder if, Jtf ', M", M'", . . . 
sind, in dem Falle betriiTt, wo dieselben nnbegrenzt abnehmen, so wollen 
wir zuerst voraussetzen, A^a liege zwischen und — 1, d, h. Ä + l — a 
sei positiv oder = 0. Ea sei h eine positive ganze Zahl, und zwar eine be- 
liebige im Falle, dass Ä+1 — a positiv ist, dagegen so beschaffen, dass 
sie die Grösse h + tn + Ä + B — b positiv macht, falls A+1 —a = Q. 
Dana ist 

P(t—{vt+h—l))=^t^-^' + (A + l-~ni-h)t^+(B~Aim + k~l))t^~\.. 
p{t~(m + A)) = *'■+' + (a — M — A)(*-+ <J — d (m + A» (^"' . . . 

wo entweder J + 1 —m — Ä — ((» — »» — A) positiv, oder wenn dies =0 
wird," wenigstens £ — ^(m + A— 1) — {b — a(m + K)) positiv sein wird. 
Dann kann (nach I) fQr die Grösse t ein solcher Wert l angegeben werden, 

dasB, sobald derselbe überschritten ist, die Werte des Bruches ti — 7 — . -r^ - 

stets positiv und grösser als eins werden. Es sei « eine ganze Zahl, grösser 
als / nnd zugleich grösser als A, femer seien N, N', N", N'",... die 
Glieder der Reihe M, M', M", M'", . . . , die den Werten t = m + n, 
t—m-hn+l, (=m + M + 2,... entsprechen. Dann sind die Gröesen 

(w+ l— h)N' (ß + 2—h)N" ( w + 3 — h )N"' 
in-h)N ' („+I-A)A"' C»H-2-A)JV" '■■■ 

positiv und grösser als eins, folglich 

,„, (»-»jf ■„„(»+ i-ft)^ „,„.^(»+2-'oir.... 



so dass die Snmme der Reihe N+ N'+ 2f"+ N"'-\ grösser ist als die 

Samme der Reihe 



{« 



-h)N[^~ 



»+1- 



wieviel Glieder man auch nehmen mag. Die letztere Reihe aber über- 
schreitet, wenn die Gliederzabi ins Unendliche wachst, jede Grenze, da 

die Summe der Reihe l +-^+ w + j-{ ) die bekaunüich unendlich ist, 

11 1 

anch unendlich bleibt, wenn die Anfangsglieder 1+ „ -h -g H 1- - ^\ z ^ 

abgetrennt werden. Also wÄchet die Snmme der Reihe J?^4-2V'+.^"+J?^"H , 

und damit auch die Summe M-\- M'+ M"+ M"'-\ , von der jene ein 

Teil ist, aber alle Grenzen. 
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V. Ist abei Ä — a oegatir und abaolnt grösser als eins, so wird die 

Summe der ins Unendliche fortgesetzten Reihe M -\- M.' + M" + W -\ — 

sicher eudlich sein. Denn seiA eine positive Grosse, kleiner als a~A—l, 

Bo wird dnich ähnliche Bechnnngen bewiesen, dass man einen Wert l von ( 

Pt 
angeben kann, über den hinaos der Bruch -r; — r ^, stets positive Werte, 

p[t — A — IJ 

Meiner als 1, erhält. Wenn nnn fOr » eine ganze Zahl angenommen wird, 
die grösser als ^ m und h + \ ist, nnd wenn die Glieder der Reihe M, 
J(', Jlf", Jf'",.. ., die den Werten ( = », t = n-\-l, i = n + 2,... ent- 
sprechen, mit N, 2f', N" bezeichnet werden, so ist 



SO dass die Summe Aw'Sxä^t N+ !!'+ N"-\ , wieviel Glieder man auch 

nehmen mag, kleiner ist, als das Product ans N nnd der Summe ebenso- 
vieler Glieder der Reihe 

« — A — 1 („ — A— l)(w — A) {n~h-\){n—h)in—h + \) 
n "*■ »(« + !) "•" «(« + !) (»+2) 

Die Summe dieser Reihe aber kann fBr jede beliebige Gliederzabt leicht 
angegeben werden; es ist nämlich 



das erste Glied = 

die Summe zweier Glieder = 
die Summe dreier Glieder - 



-1 (n — A— !)(» — A)(« - 
1 A«(« + 1) 



u. B. w., und da der zweite Teil (nach II.) eise unter jede Grenze sinkende 
Reihe bildet, muss jene Summe bei unbegrenzter Fortsetzung =~r~ ^^' 
setzt werden. Daher bleibt N+N'-^N"--- bei nnbegienzter Fortsetinng 

stets kleiner als . — ^ > und somit convergirt M+M'-i- ]l£"-\ sicher 

gegen eine endliche Summe. W. z. b. w. 

VI. Um das, was wir allgemein von der Reihe M, W, M",... be- 
wiesen haben, auf die Coefflcienten von jr"*, x"^*, a:"""^^, ... in der Reihe 
JFfa, p, -j, x) anzuwenden, hat man i = 2, A = a + p, B = a% a = i + l 
und b^t zn setzen, woraus sich die fhnf Behauptungen des vorigen Art. 
ohne Weiteres ergeben. 
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Die Uotersnchnng Aber die Beschaffenheit der Summe der Reihe 
^("t ßi 1i 1) beschr&oht sich nach dem Vorigen naturgemäss anf den Fall, 
wo ^ — a — ß positiT iBt, in welchem jene Summe atets eine endliche Grösse 
darst«Ut. Wir schicken aber folgende Bemerkung Toraos. Wenn die 
Coefficienten der Reihe \ +ax + bxx + ca;*+ ■ ■ ■ = S Ton einem geviBsen 
Gtiede an nnter jede Grenze sinken, so ist das Frodnct 

il — x)8=l-h(a—iyx + (p — a)xx + (,c~h)a^+--- 

für x := 1 gleich SU eetzen, anch wenn die Summe S jener Reihe nnend- 
lich gross wird. Denn da bei Addition zweier Glieder die Snnune =a wird, 
bei dreien =b, bei vieren ^c o. 8. w., so ist die Grenze der ins Unendliche 
erstreckten Summe ^0. Wenn daher i— a — ß positir ist, mnss ffir x^l, 
(l~x)F(ii, p, 7—1, x) = gesetzt werden, woraus nach Gleichang 15 
Art. 7 folgt 

= -f(a + fl--,)J'(», ß,-f, l) + (T-«)(7-P)-FC«, P, T + 1, IJ 
oder 

[37] FC^ f, ^, 1) - <J,7l'f'£^Pi'(«, P, T + 1. 1) 

Da nnn ebenso 

(i + % — bUy 4- 2 — öl 
y(^ ?, , + 2, l)=Jl±25(yJil^^ns P,-i: + 3, 1) 

JBt, und so fort, so wird allgemein, wenn i eine beliebige poeitiTe ganie 
Zahl beseicbnet, 

F^a., p, 7, 1) gleich dem Prodncte ans F{a, ß, t + k, 1) 
mal (r - a) (, + 1 - «) (, + 2 - .) . . . (7 + i - 1 - «) 

mal (T-|i)(7+l-B(7 + 2-P)...Cl + *-l-P) 

dividirt durch das Frodnct 

™ Y(7+l)h + 2).--CT + *-l) 

mal (,-._|l)(, + l_a_p)(,+ä-.-p)...(, + t-l-.-p) 

18. 

Wir wollen Ton jetzt ab die folgende Bezeichnnng einfahren: 



[38] 11 (t,.). 



l)(» + 3)... .(» + *)" 
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wo k als eine wesenUich positave ganze Zahl zu denken ist, mit welcher 
Eünschränkang tt(k,e) eine viüllig bestimmte Fanction der beiden Grössen 
k nnd e darstellt. Hiemach iet leicht ersichtlich, dass der am Schlosse des 
vorigen Art. ansgesprochene Satz sich so darstellen läest: 



^ z?L- ') 

i](k,T-ä-i).uCk, i-fi-i;' 



J'Ct.,P,7+Ä,I) 



19. 
Es ist der Mflhe wert, die Beschaffenheit der Pnnction U{k,e) genauer 
zn untersuchen. Ist x eine negative ganze Zahl, bo erhält die Function 
offenbar einen unendlich groseen Wert, sobald k hinreichend gross ange- 
nommen wird. Für ganzzahlige, nicht negatire Werte von s aber haben wir 

llC*,o)=i 

|I(i, !) = _!_ 



(' 



ll(t,3) = 7- 



-DhDi 

u. s. f., oder allgemein 

[40] n(*,,)- 



[-12] ■ n(s+i, ») = ri(i, k) 

mithiD, da 11(1, ^).= — jr 
[43] [l(i, «) 



""R)R)FI)~FI) 

en Wert von e 



Allgemein aber haben wir fiirjcife« Wert von 



1 + - 



*'■+■ 



1 l'.(2-t-«) 2'.(3 + s) a'.(4-hB) (*— i)'..(*+^) 
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20. 



Basoudeie Beachtang verdient der Qrentwert, gegen den für einen festen 
Wert von e die Function n(it, b) beständig; eonvergirt, wenn i nnendlicli 
gross wird. Sei zunächst h ein endlicher Wert von k, grösser als e, so ist 
klar, dass, wenn li: ans A in A + 1 übergeht, der Logarithrans von 11 (ib, e) 
einen Zuwachs erfahrt, der darch folgende convergente Beihe ausgedrflckt wird 

^(1 + ^) i^(i-gg ) ^0+^») gg-^) , 

2CÄ + 1)» 3(Ä + l)»'^4(A-l-l)*'^5CA + l)»"^'" 

Wenn daher k ana dem Werte A in A + n übergeht, wird der Logarithmus 
von n(jt, e) den Zuwachs erhalten: 



2 ^^^ "•" ^^Hc* + ' )' "*" (A + 2)» "*" (Ä + 3)" ■■ 
+ 3 «(1 -«»)^(^^ijj + ^A_,_2js + (Ä + 3)» -* 



welcher, wie leicht za beweisen, stets endlich bleibt, auch wenn » uneBdlich 
wird. Wenn also nicht schon n(A, e) einen nneudlichen Factor enthält, 
d. h. wenn nicht e eine negative ganze Zahl ist, so wird der flrenzwert von 
n(i, e) ffir i'=(» sicher eine endliche Grösse »ein. Offenbar hängt daher 
n(ao, e) ansBchliesslich von e ab, oder stellt eine völL'g bestimmt« Function 
von e dar, welche in der Folge einfach durch \\e bezeichnet werden soll. 
Wir definiren also die Function üe durch den Wert des Productes 

1.2.3 ....*.** 



(#+ l){« + 2)(« + 3) .... (« + *) 

fUr A^os, oder, wenn man lieber will, durch den Grenzwert des unend- 
lichen Productes 

1 s^ + i 3' + > 4'+i 



«4-1 I'C2 + #) 2*(3-f-*) 3'C4-I-*) 

81. 
Aue Gleichung 41 folgt sofort die Hauptgleichung 

[44] n(»+l) — («-i-l)n« 
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aod hieraos allgemein, wenn n iigend eine positive ganze Zahl bezeichnet, 

[45] n(« + «)=.C«+l)Cir + 2)C*+3) .... (^s-i-n)l\e 

FfiT einen negativen ganziahligen Wert von e wird der Wert von Hz 
nnendlich gross; Ar nicht negative gsnzzahlige Werte haben wir 

110=1 
[11 = 1 
n2 = 2 
na = 6 



nnd allgeniein 

[46J nj = 1.2.3 ....* 

Uebel angebracht wäre aber diese Eigenschaft nnserer Function als 
Definition derselben, da sie weaentlich auf ganzzahlige Werte beschrfinkt ist 
und BQsaer nnseror Pnnction noch unzähligen anderen (z. B. cosäur.IU, 
cosi»^"!]« n. s. w., wo u den halben Umfang des Kreises vom Radias 1 
bezeichnet) gemeinsam ist. 

22. 

Obgleich die Function U(k, e) allgemeiner erscheint, als lU, wird sie 
uns doch fUr die Folge entbehrlich, da sie sich leicht auf letztere zurück' 
Ähren I&sst. Denn ans der Verbindung der Gleichnngen 38, 45 und 46 
ergiebt sich 



[47] n(*, «)= 



Uebrigens ist der Zusammenhang dieser Functionen init denen, die 
Herr Kramp numerische Facultälen genannt hat, von selbst ersichtlich. Die 
numerische Facnttät, die dieser Schriftsteller mit a^^' bezeichnet, ist nämlich 
in unseren Zeichen 



c''b' rift 



''"("+>-') 



£b erscheint indessen ratsamer, eine Function einer Veränderlichen in 
die Analjsis einzufahren, ale eine Functioii dreier Veränderlichen, um so 
mehr als diese sich anf jene zurftckffihren lässt.^ 
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Die Stetig^keit der Function fl; wird unterbrochen, sobald, ihr Wert 
anendiich gross wird, d. h. für negatire ganzzahlige Werte von b. Sie ist 
daher positiv von e= — 1 bis z = oo , nnd da f&r beide Grenzen üf einen 
ncendlich grossen Wert annimmt, so wird es zwischen ihnen einen kleinsten 
Wert geben, der, wie wir gefunden haben, ^= 0,8856024 ist und dem Werte 
= 0,4616321 entspricht. Zwischen den Grenzen e=— 1 nnd e^^ — 2 
wird der Wert von S\e negativ, zwischen e = — 2 nnd ^==—3 wieder 
positiv und so fort, wie ans Gleichnng 44 ohne Weiteres folgt. Weiter ist 
klar, wenn man alle Werte von fU zwischen beliebigen, nm eins von ein- 
ander verschiedenen Grenzen, z. B. von £=0 bis b= 1, als bekannt ansehen 
kann, so kann man daraus den Wert der Fonction fEkr jeden anderen reellen 
Wert von e mit Hilfe der Gleichnng 45 leicht ableiten. Zu diesem Zwecke 
haben wir eine Tafd aufgestellt, die am Schlüsse dieses Abschnitts bei- 
gefügt ist; dieselbe enthält die briggischen Logarithmen der Fnuction Ils 
auf 20 Stellen, für e^d bis « = 1 von Hondertstel zu Hundertstel mit 
grösster Sorget berechnet, wobei aber zu bemerken, dsss die letzte, 
zwanzigste, Stelle zuweilen nm eine oder zwei Einheiten falsch sein kann, 

24. 
Da die Grenze von F(it, ß, 7 + )t, I), fDr nnendlich wachsendes Je, 
offenbar eing ist, so geht Gleichnng 39 in die folgende aber 

[48] n% P, T, i)-n(^_«_i).ncY-ß-i) 

und dieae Formel stellt die vollständige Lösung der Frage dar, welche den 
Gegenstand dieses Abschnittes ausmacht. Ohne Weiteres folgen daraus die 
eleganten Gleichungen 

[49] J-C«, p, 7. l) = F(-a, -p, 7-«-ß. 1) 

[50] n«. P, 7- 1).-F(-«, P, f-'h 1)=1 

[51] J-C«, p, T, O-J-C«, -P, 7-P, 1)=1 

in deren erster 7, in deren zweiter 7 — p, in deren dritter 7 — « positiv 
sein muse. 

20. 

Wir wollen Formel 48 auf einige der Gleichungen des Art. 5 anwenden. 
Formel Xm wird, wenn wir ( = 90'=-nit setzen, ^« = -^(2' "ö' 2' ')' 
d. h. gleichbedeutend mit der bekannten Gleichung 

i ■ , 1-1 , 1.1-3 1.1.3.5 
a''"" 2.3 2.4.5 2.4.6.7 
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■(i.i.i.lW 
n^-in(-l) iBl, .0 wird .-(n(-i))' «der 



n(-i)-/. 



[52] 



[53] ni=i)/« 



Formel XVI des Art. 5, welche dasselbe sagt wie die bekannte Gleichung 
. , n(nn—l) . «(«« - 1) («« — 9) . „ 



und allgemein fBr jeden Wert von n gilt, wenn nur t nicht die Grenseo 
— 90* nnd +90' aberBchreitet, liefert für t =2" 

*" 2 nc— ^«).ni» 

woraus sich die elegante Formel ergiebt 

nl n/ M i*»" 
2 V 2 / sin^Rir 

oder, wenn n^2e gesetzt wird, 

[54] n(-.).n(+.)-^ 

[55] ii{-.).n(.-i)_jij 

oder auch, wenn man « + ö fflr e schreibt, 

[56] n(-i + ,).n(-i-.)=3i;; 

Ans der Verbindung von Formel 54 mit der Definition der Function 11 
folgt, dase -: die Grenze des unendlichen Productes 

(1.2. 3 k)* 

(1 — äs) (4 — M) (9 —«).... (ifci — «) 
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Mr anendlich wachaendes i ist, so dass 



it = äicCl— ^*)ll— -j-Jll — -ö-j'-iD inf. 



und anf dieselbe Weise liefert 56 



cos*ic = (1 — 4«) il ö")('~"25 )"■ •"*"'■ 

sebi bekannte Fonneln, die von den Äaalytikeni aof ganz andere Art ab- 
geleitet zu werden pflegen.^ 



26. 

Bedeutet n eine ganze Zahl, so findet man den Wert des Ansdiacks 

«"n(*, e).u{k, e~-^Yu(k, e—^Y-nfk, t — '^^\ 
n(«*, fus) 
bei gehöriger Zusammenziehnng 

""1.2.3. ...nÄ.i*'"-" 

so dasB derselbe von g nnabhängig ist, also nnge&ndert bleiben wird, 
Teichen Wert t auch erhalte. Er läast sich mithin, da U{k, 0) = U(nk, 0) 
= 1 ist, dnrcb das Product 

darsteUen. Für unendlich wachsendes k bekommen wii demnach 

= n(_i).„(_i).„(_^)....„(_^-_i) 

Das Frodnct rechter Hand, in umgekehrter B«ihenfolge der Factoren 
mit sich selbst mnltiplicirt, liefert, nach Form. 55, 

H IC TT B (2lt)'~' 

.1 ■ . 2 ■ . 3 ■■■■ . n— 1 n 

sm— jt am— IT sin— it sm « 
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Sonach haben wir dea eleganten Satz') 

[57] ■■-n..n(.-i).n(,-|)....n(.- 



(ä")"— 



27. 

Dasintegial \x^~*(l —^ydx, bo grenommeD, das« es fOt ir = ver- 

»bwindet, lAmt sieh durch folgende Beihe ausdrfißken, wen» X und ^ 
poeitiT Bind: 

li 11+»"^ 1.2.2i. + k i V 'it'n"^' j 

Daher wird der Wert deaeelben für x ^ 1 



aeia Ans diesem Satze fliessen ohne Weiteres alle Beziehnngen, i 
ehedem mit rieler Hflhe entwickelt hat. Setzen wir z. B. 






.. M ^-"t"(-«. »."«■"(-« .■ n(-i).n( -« „ ,^ ^ 

= -«. Zugleich folirt hierans, da Il-'Ill 1 = — ^ — = -;^i 

4 4 \ 4/ BiD^it yS 

Der Zahlonwert von A betrügt, nach ^irSn^s Bechnnng, 1,3110287771 
4605987, dei Wert von B ist nach demselben Schriftstellei: = 0,5990701173 
6779611 ,%nMh nnserer, anf einen besondeten Kunstgriff gestützten Be- 
rechnung, = 0,5990701173 6779610372. 

Allgemein lisst sich leicht zeigen, daes der Wert Ton We, wenn « 

rational = — ist, wo « und ^ ganze Zahlen bedeuten, aus (n — 1 bestimmt«D 
Werten solider Integrale fDr z= 1 abgeleitet werden kann, und zwar anf 
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eehr viele veiechiedene Arteo. Nimmt man aämlich fQi X eine ganze Zahl 
nnd für v einen Brach mit dem Nenner |ji, so wiid der Wert jenes Integrals 
Bteia auf drei We zurückgeführt, wo e ein Brach mit dem Nenner fi ist; 

jedes solche 11^ ISsat sich ftber durch Formel 45 entweder auf 11 1 |i 

oder auf n[ ], oder 11 ( In. b. w., oder endlich aof 111 — £^^ U 

zurückführen, wenn e wirklich ein Brach ist; ist aber e eiae ganze Zahl, 
so ist Üe selbst bekannt. Aas jenen Integralwerten aber kann, allgemein 

gesprochen, jedes n|——|) wenn m<:|Ji, durch Elimination getanden 
Verden.*) Wenn wir noch Formel 54 za Hilfe nehmen, wird sogar die 
Hälfte jener Integrale hinreichend sein. Setzen wir z. B. 

JFfr^^-"' ^firrjv-"- Jfcw^W--^' ^W^-^'^' 

so wird 

Hiernach haben wir, wegen llx=£n| — -gp 



n(-i)=f 



(G2bCDIlF) 



Die Formeln 54 and 55 liefern tlberdies 

Single' F 8in|it 
Bo dass zwei Integrale D and E oder E und F hinreichen, nm alle Werte 
'^l^sl' ^'(^5^) "' *" '■ ^^ berechnen. 

26. 

Setzen wir a = va: und fi = 1, so wird j ^rp^ 7 der Wert des Integrals 

y Y — - — von y = bis j = v, oder es ist der Wert des Integrals 



*) Wenn «ir statt der Grössen selbst ihre LogftTJttinien einfäbren, f 
Elimination nur linear« Gleichungen betreffen. 
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\y 'n — } ''^ zwischen denBelben Grenzen = . ^.^ ' . = — ^ — 
(Form. 47), sofern v eine ^nze Zahl bedeutet. Wenn nun v ins ünendlicbe 
wächst, wird der Grenzwert Ton II (v, X) = UX, der Oreniwert von ( 1 — - j aber 
= e~^, wo e die Basis der hyperbolischen Logarithmen bezeichnet Ist daher 
X positiT, 80 dtftckt ^ oder n(X— 1) das Integral l y*"'«""«!» tod y^O 
bis ^Bv CO ans, oder wenn wir \ statt X — 1 schreiben, IIX ist der Wert 
des Integrale \g e~*dy ran y^O bis y = oo, wenn X + 1 positir ist. 

Setzen wir allgemeiner y = «•, aX + a — 1 ^ ß, so geht \ y e~*dy in 
I IM* t~'*Ae Aber, welches alBo, zwischen den Grenzen « == und « = ao ge- 

nommen, durch 11 1*- 1] ausgedruckt wird, 

oder 

Der Wert des Integrals We~''ds tou « = bis #— » wird 

„(E±i_,) nt±i 

= — ^ — \^ ' i ' "*''■' " '"•*' P + l positi? sind (sind beide 

negatir, so dr&ckt sich das Integml durch ~ „ , i vai). So findet man 

z. B. ftlr p = 0, a=2, den Wert des Integrals U~"'i«' = n ^^g y/«. 

[Siehe Annterhung 9.] 



Euter hat f&r die Summe der Logarithmen legi +log2 + log3 H 

+ log« die Reihe (« + |)log'-« + ^log2« + j^^-3-^j + 5;^i— ■ 

ermittelt, wo 3*=^^' ^^ää' *^™I9 "• ^- *• **** BetwjußtseAen Zahlen 
sind. Dnrch diese Seihe wird daher loglU dargestellt; obgleich nämlich 
anf den ersten Blick dieser Schlnas auf ganziahlige Werte beschränkt zu 
sein scheint, eo ergiebt sich doch bei näherer Betrachtang, dass die von 
Euler benutzte Entwickelang (Instit. Calc. Diff. Cap. VI, 159) wenigstens 
f&r positive gebrochene Werte ebensowohl angewendet werden kann, wie Ar 
f^ute Zahlen: denn er setzt nur voraus, dass die in eine Reihe zn ent- 
wickelnde Function von x so beschaffen sei, dass ihre Abnahme, wenn t in 
g — 1 äbergeht, dntcb den Taylorsißien Lehrsati dargestellt werden knn, 
sowie dass diese Abnahme = log« ist. Die erstere Bedingung beruht auf 
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der Stetiglteit dei FoDction, hat also fBr negaÜTe Werte tod e niebt statt, 
aaf die jene Beihe mitbia Dicht ansgedehut werden darf: die zweite Be- 
dingung aber kommt der Function logllv allgemein zo, ohne Beschr&nkang 
auf ganizahlige Werte von e. Wir setzen daher") 



logn*=(* + i)]og«-* + |log2»+j-2^-3^^, 
iemach aneh 



Da hiemach aneh 



^5.6.32** 7.8.128«'^ 
und nach Formel 57, wenn n = 2 gesetzt wird, 

lognf« — ij— logna* — logOe— (2j4-|jlog2-l-^log2it, 80 ist 



[&9] logn(«-i^) = ^Iog<. 



7.8.128«' 



Diese beiden Reiben convei^en fElr grosse Weite von t von Änfong 
an ziemlich raacb, so daaa sich ihre angenäherte Snmme bequem nnd hin- 
reiehend genan berechnen läast; indessen ist wobl zn beachten, daes für 
jeden gegebenen, noch so grossen, Wert von / nur eine beschränkte 
ßenanigkeit zn erzielen ist, da die BemouUischen Zahlen eine bjrper- 
geometrische Beihe bilden, so daaa jene Reihen, wenn sie nnr hinreichend 
weit erstreckt werden, sicher ans convergeuten in dirergente tlb ergehen.'^) 
Übrigens ist nicht ?.a leugnen, dass die Theorie solcher divergenten Reihen 
bisher an gewissen Schwierigkeiten leidet, von denen ich vielleicht bei 
anderer Gelegenheit einige behandeln werde. 

30. 

Ans Formel 38 folgt 

Il(t,g + u)) __ t + l g + 2 £^ + 3 e-tk a 

n(Ä,Ä) "'*-|-1 + (u'«4-2 + <i>'«4-3 + iu""ä + A + ü> 

voraus, wenn man die Logarithmen nimmt nnd in nnendliche Reihen enl^ 
"ickelt, hervorgeht 
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[60] logn(J,» + »)-logn(*,.) 

+ «. (%*-7^- 7^2 -7:^ T^x) 

1^ / 1 1 _ l 1_ \ 

"" 3 '"' 1(^+1? """ (J+liT" ■*■ C'+3)' ■*■■■■*■ V+W'l 

H in inf. 

Die hier mit <i> nialtiplicirte Reibe, die sich, wenn man will, auch so 
schreiben läset 

1 . , , 1 ,3 1 ^, 4 1 ^, 5 

* 1 

besteht ans einer endlichen Anzahl von Gliedern, conTergirt aber, wenn h 
nnendlicb gross wird, gegen eine gewisse Grenze, die aus eine nene Art 
transscendenter Functionen darbietet, welche wir im Weiteren mit W« be- 
zeichnen wollen. 

Kennen wir ferner die Summen der folgenden, ins Unendliche erstreckten, 
Beihen 

1 \ 1^ 

1 11 

C« + 1)' "*■ C» + 2)* ■•■ (« + 3)* '*' ■ ■ ■ 



bezw. F, Q, S u. s, f. (die Elnfilhrnng yon FnnctionBzeichcn erscheint für 
diese weniger notwendig), so haben wir 

[61] iogn(^ + o>)=iogns + ™»F«+io>«>p-|^ü>»e+j-<"*B — 

Offenbar ist die Fonction We die «rate Ableitung von logTl«, so dass 
[62] ^»Ik.W. 

' Ul' ' '^•i.Sch''" 



„Gooi^lc 



Dritter Abscbnitt. 



Die Fimction ^a isl: beinahe ebenso merkwürdig wie die Fqhcüod Ue, 
weehalb wir die wichtigsten Eigenschaften derBelben hier srnsammenstellen 
woUen. Durch ÜiffereDtiation von Gleichung 44 kommt 

[63] ^(,+ l)^^^ + j^ 

fol^ich 

[64] ^(. + „)_«r(„ + _!_ + _X^ + _i_ + ... + _l_ 

Hiernach kann man von kleineren Werten von e zn grösseren hinauf, oder 
von gröseeren zn kleineren hinabsteigen; t&r grössere positive Werte von x 
berechnen sich die Zahlenwerte der Function hinreichend bequem ans 
folgenden Formeln, die eich durch Differentiation der Qleichnngen 58 nnd 59 
ergeben, von denen indessen dasselbe gilt, was wir Art. 29 Aber die 
Formeln 58 nnd 59 bemerkt haben: 



[65] ^r,_„g. + ___ + „__ + ... 

r«i ml n , " 7S ^ 31S 

So haben wir für « = 10 berechnet 

¥«=2,3517525890 6672110764 743 
nnd gehen von hier aus zorfick auf 

¥0 = — 0,5772156649 0153286060 653*) 



•) Da dieser Wert ron der zwaniigsten Stelle an von demjenigen abweicht, den 
Mascheroni In den Bemerkungen lu Eulas Calcitbim Integr. berechnet hat, »sr- 
anlasafe ich Friedrich Bernhesrä Oottfried Nicolai, einen imermndlichen Rechner, 
jene Wertbestimmung zu wiederholen und weiter auszudehnen. Er fand durch doppelte 
Rechnung, Dämlich einmal TOn 2^50, einmal von z— lÜO ausgehend, 

rO = — 0,5772156649 0153286060 6512090O82 40243I042I 

Von demselben sehr geöbten Rechner rührt auch der zweite Teil der diesem 
Abschnitt angehängten Tafel her, der die Werte Ton Vi auf 18 Stellen (deren letzte 
unsicher ist), für alle Werte z von bis l, Ton Hundertstel zu Hundertstel, enthält. 
Die Methoden, mittels weicher beide Tafeln hergestellt sind, beruhen äbrigens teils 
»uf den hier g^ebenen Sätzen, teils anf besonderen Rechnungakunstgriffen, die wir 
bei anderer Qelegenheit mitteilen werden. 



D,qit,zeabvG00»^lc 



44 Erster leU. 

Fflr ganzzahlige positive Werte von e iet allgemeio 
[67] ^Ä = q'0 + l + | + ^ + -- + ^ 

Ffir ganzzahlig« negative Werte dagegen wird We offenbar anendlich gross. 

32. 

Fonnel 55 liefert nng logn( — «) + logn(Ä — l) = logic — logBin^n, 
woraus durch Differentiation folgt 

[68] V{- *r) — «P(^ - 1) = 7t ootangiw. 

Und da man aus der Definition der Function ^ allgemein hat 

[69) w.-«',— jJ^ + jJ^-ji^ + ^-jJ^ + ... 

BO ergiebt sich die bekannte Reihe 

111111 

Ebenso geht aas der Differentiation von Formel 57 hervor 
[70]^* + «^« — ^) + 'PL~JW... + *(«-^^j = n'F««-«Iog« 
somit, wenn wir b = Q setzen, 
[71]T(-i] + T(-|)+'F(-|)+-+¥(-^)=(«-l)*0-«Jop 

So ist z. B. 
T/^_-ij=iPO— 21og2 = - 1,96351 00260 21423 47944 099, 
woraus weiter ^^ 4= + 0,03648 99739 78576 52055 901. 



Wie wir im vor, 'Art. "Pl — -g) aufPO und einen Logarithmus znrück- 

gefKbrt haben, so wollen wir allgemein ^( y wo m und n ganze 

Zahlen bedeuten, deren kleinere m ist, auf ^0 und Logarithmen znr&ck- 

2Tr 
führen. Wir setzen — = (u, und es sei 9 gleich einem der Winkel to, 

2(0, 3iu-,,.. (m — l)o>; also 1 = COBwp = Oob2mip ^ C0B3«(p u. S. 1, 
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cos(D =s eoe(n + \)f = cos(tn + l)f n. b. f., co829 = coB(n4- 2)ip n. s. f., 
feraer coaf + coa^f + eoeSf + . . . + &>B(n — ])ip + l=0. Wir haben 
daher 

cos f.*" = — «coBip + C0S9 .logS — — — j-cosCn+Oy+cos-p .log 2 

C08 2f ,*■—— = — -s TOB 2ip + C082(p. log 2- -— 2COB(M+2)ip+COB2<[>.log2 

cosSip.'P- ^ = — -3cos3(p + co8 3i».log2 — — -ö-coB(*i+3)9+coB3ip.logä 

n. s. f. bia 

CObC«— 1)^.'f(--J ^COS(«-l)l.+COeCM-l)l'.l0g2-2^;^C08(2M-I)<p 

+ C08(«— l}ip.lOg^ 

iFO = coanf + log2 — s-coB2«(p + log „■ 

nnd Bomit dnrch Äd£tion 

e(,8«.T^=^+coB2«.«"^=^ + co83i..*-— + ■ ■ 

+ cos(»— l)f.'V (-M-i-VO 
= — «lco99 + ^C082(p 4- ^008894- ^coa4^ + ■■■ io in flu. | 
Nun JBt aber allgemein, wenn x nioht gröBaer als eins ist, 
log(l — SiücOBip + xx) = — 2lxeo6f +-äXXeoB2f + 5-a!>coB3ipH 1 

welche Beihe leicht ans der Entwickelnng Ton log(l — rx) + log 1 1 j 

folgt, wo r die Grösse coaip +^— l.Bimp bezeichnet IGthiu wird die 
vorige Gleichung 

[72]co8ip.^^ + co82ip.*^+co83Ti.>F^+-+co8C«— l)?.v(-M 

= — *0+iMlog(2 — ScoBi-) 
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Nun werde Id dieeei Gleichung nach einander 7==<o, ip=^2(ii, f=3ai 
n. 8. t bis tf ^ (n — l)iu g^esetzt, diese einzelnen Gleichnngen der 
Beihe nach mit cosmca, cos2m<i>, cosSmia n. s. f. bis cos(n— ])nHD 
mnltiplicirt nnd zn dem Aggregat der Piodncte Qleicbnng 71 

addirt. Wenn man nun berflcksichtigt, dasa 

1 + cosmui.cos^ui + coa2m<a.coB2ho -h cosSmoi.cosSfcu 
-I ^. eos(« — l)miu.cos(n— l)Aiu =0 

ist, wenn k eine der Zahlen 1 , 2, 3 (» — 1) bedeatet, ausgenommen 

die beiden Werte m und n — m, fflr welche jene Summe =^« wird, so 
ist klar, dass aus der Additiou jeuer Qleichaugen, nach Dingion mit 

■ä' hervorgeht 

[73] w(^5) + w(-5^)- 

2V&— 21og« + coswjiu.log {2 — 2coa(u) + coa2m<i>.log(2 — 2 cob2o)) 
4- C0B3wKo.log (2 — 2 cos3o)) H 1- co8(m— l)mii>,log(2 — 2coB(n— l)o>> 

Offenbar ist das letzte Glied dieser Gleichnng ^ cos tmu . log (2 — 2cos(»), 
das vorletzte =iCDs2ffiu>.lDg(2 — 2 cos2u)) n. s. f., eo dass immer je zwei 
Glieder einander gleich sind, ausgenommen, weun n gerade ist, das einzelne 
Glied cos -H- »XU log 12 — 2coE-n <u|, welches filr gerades m, gleich +21og2, 
nud f&r ungerades m gleich — 2 log2 wird. Verbinden wir nun mit 
Gleichung 73 die folgende 

so haben wir, für ungerade Werte von n, weun m eine positive ganze Zahl, 
kleiner als n, ist 

[74] * (--WtO + i it cotang — - log« + cos — ■logf2 — 2 cos— ) 
\ ft / 2/ fi rt\ n J 

4»iK , A „ 4ic\ 6mit , / „ 6n\ 
+ cos^ log 12— 2 cos — 1 +C08 -logl 2— 2cos— In-- 

(«--1)W»1C , /„ „ {«— 1)51^ 

+ coB^^ — --log [2 — 2 coa^^ ^— 1 
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Dagegen fQr gerade Werte tod n 

= ¥0 + g t cotang logn ■+■ coa log I 2 — 2 coa — I 

-t-C08 log(2— 2co8 — J-t hcos^^ logl2— 2cos' ^1 

±Iog2 

wo das obere Torzeichen fBr gerade m, das untere fQr ungerade m gilt. 
So findet man z. B. 

'Pf-^) = >l'0+^7c-31og2, >F(-Jj = >F0-iTE-3 1og2 

T(-j) = »F0 + i.^i-|log3, yr(_|) = ^o-^.|/i~|log3 

Verbindet man übrigens diese Gleichnngen mit Gleicbang 64, so ergiebt 
sich ohne Weiterea, dasa aich ^e allgemein iür jeden beliebigen, positiven oder 
negaüren, rationalen Wert von x dnrch ^0 nnd Logarithmen bestimmen 
lüsst, velcher Satz in der That höchst merkwürdig ist. 

34. 

Da nach Art. 28 Ili. der Wert des Integrals \g'e~''äg von y = bis 
y = OD ist, wenn X + 1 positiv ist, ao wird, wenn wir nach i. differeutiiren, 

dm ■'fr'"''» f, _,, ^ 

-jT" — s — -y' '»«"* 

oder 

[76] nx.m=We-^iogy.äy, von y==0 bis y = «> 

Allgemeiner wird, Wenn wir y = e°, aX + n — 1 = fl setzen, der Wert 
des Integrale l/e~''log«de von ^ = bis £=oo 

rittl.wttl '_n!±l 



=in(J±l-).w(t±l-,) = ^nt 



wenn ß+I nnd a gleichzeitig positiT sind, nnd gleich derselben Gröase 
mit entgegengesetztem Yorzeichen, wenn ß + 1 und a beide negativ aind. 
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35. 

Aber nicht qdi das Prodnct nx.VX, sondern anch die Function WX 
selbst Uflst eich dureh ein bestimmteB Integral darstellen. Beieichnet k 
eine positiTe ganze Zahl, eo ist klar, dass der Wert des Intemls 

\ ._ dr, TOn x = bis a; = 1, 

1 1 1 1 

ist Da femer der Wert dea Integrals 1 1 -y j dx allgemeiD 

= ConBt. + log^ ist, so wird derselbe zwischen den Grenzen x = (i 

und x=l gleich logk sein, worans hervorgeht, dass der Wert des Integrals 



Hi' 



I das zwischen denselben Grenzen 



ist, welchen Aasdnusk wir mit Q bezeichnen wollen. Zerlegen wir das 
Integral 8 in zwei Teile 

Der erste Teil l _ . dx Terwaidelt sich, wenn wir « = y setzen, in 



I' 



•^ 



worans ohne Weiteres klar ist, dass der Wert desselben von x = bis 
x = l gleich ist dem Werte des Integrals 



zwischen denselben Grenzen, da man offenbar den Bnchstaben y anter dieser 
Beschrftnknng in x verwandeln darf. Hiemach wird das Integral S, zwischen 
denselben Grenzen, 
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Dies bte^al geht aber, wenn wir 'a^-=» setsen, ftber ini • 



I( 



nnd dieses ist mithin, iwiaclien den Grenzen e = Q irad e =■ 

gleich Q. Wenn nnn ftber k ina Unendliche wächst, hat Q die Grenze 'PX, 

— T — die Grenze 0, *(!—«*) aber bat die Grenze log- oder —log*. 
Demnach habea wir 



Die bestimmten Integrale, dnroh - die ' oben die FnaotieneD- n\ nnd 
[lit.'WX ansgedrfickt sind, mnssten auf solche Werte von X beschränkt werden, 
dass X+1 positir wird: diese EinschrSukung entsprang aas der Beweis 
führong selbst, nnd in der That ist leicht zu sehen, dass jene Integrale 
ßi andere Werte Ton "k stete nnendlich werden, obgleich die Fanctioneo 
lU und n)i.*FX endlich bleiben - können. Der Eichtigh^t von Formel 77 
innss sicherlich dieselbe Bedingung zu Grande liegen, daas JL-t- 1 positir 
sei (denn sonst wird das Integral sicher unendlich, wenn auch die Fonction 
WX endlich bleibt) : allein die He^eitung der Formel scheint auf den ersten 
Blick allgemeingöltig und keiner Beschränkung unterworfen xa sein. Sieht 
man aber näher zu, so ergiebt sich leicht, dass in der änaljsis selbst, 
durch die die Formel ermittelt wurde, diese Besehränkong bereits enttiajteii 
isi Wir haben n&mlich stillschweigend roransgesetzt, dass das Integral 

1 - , - _ ar, woiDr wir das ihm gleiche l -j— ' ax gesetzt haben, 

einen end&chen Wert besitze, and diese Bedingung erfordert, dass X + 1 positiv 
sei Aus unserer Anaijsie folgt nimlich, dass diese beiden Integrale immer 
dann einander gleich sind, wenn dieses von « = .0 bis x= 1 —tu, jenes 
Ton 1- = hie' x^(\ — w)^ erstreckt wird, wie klein a> xaA sei, wenn es 
nur nicht = ist: aber niditsdestoweniger nähern sich ' i& dem Falle, wo 
X + 1 nicht positiv ist, die beiden Integrale, von x=^0 bis zu der^Hm 
Grenze x = I ,-r u> erstreckt^ keineswegB der Gleiislihei^ nebiehr wächst 
ihr Uutersdiield, .während m unbegrenzt abninunt, ins Unendliche. Dies 
Beispiel zeigt, wie grosse Vorsicht hei der Behandlung von Inünitesimal- 
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GrSseea geboten iat, die sMh iiDierer Aneicht in tmalftieohen ReehDangtB 
um insoweit Eozolassen sind, als de dcb auf die Theorie der Frenzen zarflck- 
fDhren laaaen. 

87. 

Wird in Formel 77, = e~" gesetzt, so ist klar, dass dieselbe sicli 
aaeh ao Hhreiben Hast 

iia-=— l{^ rjA«, Ton « = oB bis w = 0, d. h. 

[78] «n = f(^--^— ^W von «=.0 bisM = oo. 

(EbeoBO Tenruidelt sich der im Art. 28 angeflibrte Wert von TIA darcli 
die SnbetitDtion e~~'^v in den folgenden 



i-Kioji)* 



Tonti<=0 bis (1 = 1) 



Ferner geht aas Formel 77 hervor, dass 
[79] «a — 'F|i«f^^^^(b,TOii »«0bi8ff=l 



wo aaeser X -+- 1 auch (H- 1 positiv sein rnnss. 

Wenn in derselben Formel 77 g^u' gesetzt wird, wo a eine positire 
OrÖBse bezeichnet, so kommt 



II _ I ^ T 

J \ log« l — « / 

m positiTsn Wert von ß ebi 

J\ log« l~u^ J \ 
JV log« l-o' 1—«' ) 

f.— -.1-' ^ f^ PB^-m-' «»■'+"-'\^ 



logu 
nnd da man fOr einen positiren Wert von ß ebenso setzen kann 



80 wird offenbar 
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wobei die Integrale sieb immer tos Obisl eistrecken. Wird nun X~0 
gesetzt, so kann man das letztere Integral unbestimmt aasftkliren; es iii 

l — «" 
Dttmlicb =log g, wenn es für i* = Terachwinden soll; da also, ftr 

1 — «" a 






u = bis w = 1 



logw 
welcher Satz ebedem von Euler darcb andere Methoden aufgefunden wurde. 
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jr 


log ÜB 


>Pe 


0.00 




-0.5772156649 01533861 


O.Ol 


9.9975287306 5869172624 


0.560885467B 68674498 


0.02 


9.9951278719 8879034144 


0.5447893104 56179789 


0.03 


" 9,9927964208 8883589748 


0.5389210872 85430502 


0.04 


9.9905334004 OB42900595 


0.6132748789 16830312 


0,05 


9.9SS337S5B7 »012046216 


0.4978449912 99870371 


0.06 


9.9862088685 6581945437 


0.4826259358 14826705 


0.07 


9.9841455256 3523567773 


0.4676124198 67553632 


0.08 


9.9821469485 3403173902 


0.4527993380 01712885 


0.09 


9.9803122775 3951136603 


0.4381817634 95334764 


0.10 


9.9783406739 6180754713 


0.4237549404 11076796 


0.11 


9.9765313194 0866250820 


0,4095142760 71694248 


0.12 


9.974TS34150 9201128963 


0.3954563339 34292807 


0.13 


9.9730961S11 64690B3029 


0.3815738268 38792064 


0.14 


9.9714688560 8569966779 


0.36T8656106 07749546 


0.15 


9.9699006960 1252903489 


0.3643266779 76279272 


0.16 


9.9683909742 1917527943 


0.3409631628 32361794 


0.17 


9.9669389805 3852656982 


0.3277412847 48392299 


0.18 


9.9656440208 2789424667 


0,3148874437 88860621 


0.19 


9.9642054164 5653136263 


0.301788U65 74610030 


0.30 


9.9629226038 1404835103 


0.2890398966 9213829B 


0.21 


9.9616946338 3869862929 


0.2764394897 33192061 


0.22 


9.9605211715 6456577352 


0.2639837O0O 44320200 


0.23 


9.9694014966 8673884734 


0.2516694306 96100107 


0.24 


9.9583349981 4361387303 


0.3394936791 25936794 


0.25 


9.9573210837 1550754011 


0.2274535333 76266408 


0.26 


9.9663591696 3881435774 


0.2155461686 00265182 


0.27 




0.3037688437 30623157 


0.28 


9.9545890715 5360828076 


0.19211S89S3 02231732 


0.29 


9.9537797810 3903856417 


0.1806937494 20369178 


0.30 


9.9630203771 4980077695 


0.1691908888 66799656 


0.31 


9.9533100341 4034352140 


0.1579078803 36141874 


0.32 


9,9516485366 5449703876 


0.1467423567 96996017 


0.33 


9,9510352794 8014390879 


0.1356920179 64169332 


0.34 


9.9604697672 5460261315 


0.1247546278 97003946 


0.35 


9.9499615141 9025401627 


0.1139280126 830SS296 
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B 


loglU 


Wz 


aae 


9.949480M38 0996487612 


— 0.1032J00682 36977616 


0.37 


9.9490548886 9188515282 


0.0925987081 '87861269 


0.38 


9.9486755902 2321722697 


0:0S20919618 58406487 


0.39 


9.9483416983 8257525751 


, 0-0716878733 29281610 


0.40 


9.9480527714 1057187897 


0.0613845446 85116146 


0^1 


9.9478083757 8828733374 


0.0511801337 37897756 


0.42 


9.9476080858 S339302469. 


0.0410728433.24024376 


0.43 


9.9474514836 4291742066 


0.0310609336 71417062 


0.44 


9.9473381584 7446730981 . 


0.0211436703 33530476 


-0.45 


9.9472677074 6205163066 


0.0113164235 86445846 


0.46 


9.9472397344 3994856629 


. O.0OI580B619 87083418 


0.47 


9.9472538503 0190930863 


+ 0.0080664890 11364893 


0.48 


9.9473096727 2650396072 


0.0176262683 88849466 


0.49 


9.9474068269 5806639476 . 


0.0271002768 35486201 


0.50 


9.9476449406 8308573196 


0.0364899739 T8576520 


0.51 


9.9477236538 6182238429 


0.0457967895 61914496 


0.52 


S.9479426086 7494550351 . 


0.0550221145 79551622 


0.53 


9.9482014538 7500065798 


. 0.0641673073 66077164 


0.64 


9.9484998446 4251^66174 


0.0732336936 46365776 


a56 


9.9488374414 4659973817 


, . : ft0832336675 39644344 


0.68 


9.9492139104 0978143586 


0.0911361926 40635189 


0.67 


9.9496289230 7706494873 


0.0999728024 44444623 


0.Ö8 


9.9600821662 8891076887 


0.1087366032 51781489 


0.69 


9.9605732920 6807738191 


0-1174277690 36011042 


0.60 


9.9511020174 6016512544 


0.1260*74527 73476353 


0.61 


9.9516680244 6766136244 


0.134B967771 68446310 


0.62 


9.9622710099 3766789859 


0.1430768403 68980213 


0.63 


9.9539106764 02137M917 


0.1614887158 199683^ 


0.64 


9.9536867270 1294797674 


0.1598334628 83416463 


0.65' 


9.9542988764 2799988466 


0.1681120775 84337804 


0.66 


9.9560468357 1178337730 


0.1763255932 71894293 ! 


0.67 


9.9558303272 3821679829 


0.1844749812 67329607 


0.68 


9.9666490736 9634064632 


0.1926612014' 89133418 


0.69 


9.9575028024 9869525361 


0.2005851930 56747012 


0.70 


9.9683912466 9236480685 


0.2085478748 73493948 
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loglU 


V« 


0.71 


9.9593)41388 7186450668 


+ 0.2164601461 69604789 


0.72 


9.9603713315 »607519880 


0.2842926871 46157621 


0.73 


9.9613633373 0530119641 


0.2330769593 00672792 


0.74 


9.9633869337 4333233330 


0.2398032061 35096466 


0.76 


9.9633460588 7436456839 


0.2474724536 46661164 


0.76 


9.9644363698 18719S0339 


0.2660666103 23688336 


0.77 


9.9665606333 6853798084 


0.2626431686 03763795 


0.78 


9.9667175803 2189101417 


0.2701462043 14883640 


0.79 




0.2776953776 14168016 


aso 


9.9691386662 4097614416 


0.8849914332 93861643 


0.81 


9.9703833337 1137371250 


0.3933351011 66778580 


0.83 


9.9716677818 6428658993 


0.2996270965 64887544 


as3 


9.9799847878 1655271065 


0.3068661204 96501033 


0.M 


9.9743331316 9917940601 




0.8Ö 


9.9787125965 9857361442 


0.8211999895 46479708 


0.86 


9.9771229684 9867861092 


0.3282981690 83820641 


0.87 


9.9785640363 3467644771 


0.3353360466 94465409 


0.68 


9.9800855913 8611183163 


0.3433323577 49538903 


0.89 


9.9816374283 3339013630 


0.3499614254 57136489 


0.» 


9.9830693440 8561111078 


0.3561841611 64069730 


0.91 


9.9846311382 99G9630331 


0.3630410646 48881183 


0.98 


9.9863236133 I0764373B1 


0.3698537244 06401469 


0.98 


9.9S7B435735 8673930661 


0.3766197178 23496793 


0.U 


9.9894938266 7611664662 


0.3883426119 46740314 


OSb 


9.9911731821 7189109808 


0,3900219687 42043086 


OM 


9.9938614521 5658844947 


0.3966683163 46662402 


0Ä7 


9.99461B4510 6337679375 


0.4038522068 13771306 


OM 


9.9963839956 3322432515 


0.4098041664 49690638 


0.99 


9.9981779048 6807320161 


0.416314T060 45414856 


1.00 


0.0000000000 OOOOOOOOOO 


0.4927843350 98467139 
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[Z-weiter Teil.] 



[Vierter Abschnitt.] 

Beitönmaog aaMrar Btihe dnroh eine SiJSemitislgleiehiiDg iwüter 
Ordntug. 



Wird der Ettrze wegen F(a, ß, ^, x) = P geaetzt, so haben wir nach 
Art 4 



f n^+l, P+), T+1, «) 



nnd hierans dnich nochmaliges Diffetentäiren 
ädP »p(a+l)(p + l) 



Ar» 7(-r+l) 



J-Ca + 2, P + 2, 7 4- 2, x) 



Hiernach liefert Gleicbnng IX des Art. 10 

dP ddp 

[80] = «pP- (^ - (.+ p + 1)^) £~ («-«*) ^ 

Diese Differential gleiehnng zweiter Ordnang kann als genaiure Definition 
unserer Fnnction angesehen weiden; da aber P=F(ii, ß, 7, x) kein roll- 
st&ndiges, sondern nni ein particnlSres Integral ist (weil keine Constanten 
hinzugekommen sind), so mnss die Bedingung hinzngeftgt werden, daae P 
für X B= mit dem Wert 1 beginne, sowie dass fOx denselben Wert ron x 
...... dp ap ^ddP «{!(»+ l)( p+l) . 

gleichseitig ^=— nnd ^1»= — ^^ — , \^f ^ — ~ angenommen werde. 

Fftr jeden Wert toq x, zu dem man von x^-O stetig fortschreitend 
flbergebt, doch so, dass man den Wert x = I, fOr den x — xx='0 ist, nicht 
berührt, ist also P eine vollkommen bestimmte Grösse; ofkubai kum num 
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aber auf diesem Wege za positiven reellen Werten von x, grÖBser als die 
Einheit, nnr gelangen, indem man den Üebergang durch imaginäre Werte 
macht, nnd da diee anf anzählig viele versehiedene Arten unbeschadet der 
Stetigkeit geechehen kann, eo erbellt hierans noch nicht, ob nicht dem- 
selben Werte von x mehrere, wenn nicht gar anendlich viele verschieden« 
Werte von P enteprechen, wie dies bei mehreren, besser bekannten, trans- 
Bcendenten Functionen wirklich der Fall ist. Von diesem Gegenstande aber 
behalten wir nns tot, späterhin weiäbiflger in reden, da an dieser Stelle 
hauptsächlich der Fall behandelt wird, wo x nnterhalb oder wenigstens 
nicht oberhalb der positiven Einheit angenommen wird nnd P gleich dei 
Summe der Beihe F(<t, ß, i, x) ist. 



' Schreibt ' man in Gleichnng 80, 1 — y für x, so geht dieselbe Aber in diese 

welche dieselbe Form hat wie jene. Hieraos ergiebt sich sofort ein anderes 
particoläies Integral 

i»=F(<i, p, a + p + 1— 1, ff) = F(a, % « + p + 1 _ ■,, l - x) . 

woraus nach bekannt^ Principien als vollständiges Integral der Gleichnng 80 
folgt 

[81] P= MFia, p, Y, x) + -VJ-C«, ß, a + p + 1 - -(, 1 _ a:) 

wobei 3f nnd J/' willkürliche Constanten bezeichnen. 

Uebrigens bemerken wir hier nebenbei, daes die allgemeinere Gleichung 

sich leicht auf die Form von Gleichnng 80 zurückführen lässt. 

Denn ;seieh Ae Wurzeln der Gleichung = D + Eg + Fj/y' diese, 
j^™a und j=s=ft, oder eoi'D-(-.% + J^' identisch gleich dem Product 

Jf(y*-a)(y — ft) so ist, wenn man •^_ =x setzt und a, p, f eo be- 
stinimt, daSB 

. «P-jT' « + P+J-J,, 7 = -J^ir^ ..■; ■. 
wird, klar, dass jene Gleichung in 80 übergäbt 
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40. 

Ki/t Hilfe d«r Differentialgleichung 80 lassen sich sehr Tiele höchst 
merkwürdige Sätze über nasere Reihe finden, znm Teil aUgen einer, znm 
Teil m^r specieller Art, auch zweifeln wir nicht, dass viele weitere and 
wichtigere noch verborgen and ferneren Bemfibnugen vorbehalten sind, 
ffae ons bie jetzt zn entdecken gelang, wollen wir hier vorfhhren. 
■ Setzen wir P= (l—xfF', eo ist 

g = -Kl^»r-'P'+(l-xn^ 

^=^(^-i)(i-«=r-'i>'-2Ki~*/-'^ + (i-*r^ 

Werden diese Werte in Gleichnng 80 eingesetzt, so ergiebt sich, bei Division 
durch (1 — a!)""', 

Wir wollen nnn (t so bestimmen, dass der HnltipUcator von P' durch 1 — x 
teilbar wird, was geschieht, wenn entweder )t ^ oder )t ^ 7 — a — ß gesetzt 
wird. Die erstere Annahme vtrde nichts Nenes lehren, die Substitution des 
zweiten Wertes dagegen liefert 

= i''{afl-aT-PH-n|-^h-{2T-«-fl + l» 

MI", , 



däP' 

welche Gleichnhg gerade dieselbe Form hat wie Gleichung 80. Da nnn 
für ar = offenbar P'= 1 und ^ = ^ + jt « ^^ ~ '^'^ ~ ^^ wird, so ist 
klar, dass ihr Integral P'= J'Ct — «, 7 — ß, 7, x) ist, so dass man allge- 
mein hat*') 



- % V,. x) = {\^x)'^^- ^F{a, ß, ^, X) 



;vGoo»^lc 



58 Zwaitor Teil. 

Hierane ist die ümformimg der Beihe 

, 2.8 3.8.10 4.8.10.12 , 



f(2,4,|,«) 



in entnehmen, die wir im Berliner astronomiBohen Jabrbncli 1814 p. 357 
[Znsatz zn Ari 90 nnd 100 der Theoria motus] ohne Beweis angegeben h&ben. 



Wir setzen femra P^a^i^, so dass 
nnd die Bnbstitation dieser Werte in 80 ergiebt, nach DiTision dorch ^r**'' 



Der HoltiplioatOT von x in dieser Formel wird durch x teilbar, wenn fi. e^ 
oder )ii= 1 — -[ gesetzt wird; der letztere Wert liefert 



ddP' . 

—^ ('"-*«)■ 

Beim Vergleich dieser Gleichnng mit 80, deren Form ganz dieselbe ist, 
zeigt sich, dass, was dort J*, o, ß, t war, hier i^, a + 1 — 7, ß+ 1 — 7, 
2 — 1 ist: da wir aber das voUst&ndige Integral jener Gleiehnng angegeben 
haben, so wird P offenbar anter der Formel 

P'= MFia. + 1 — 7, P + 1 — 7, 2 — 7, «) 

+ lilF{o. + 1 — 7. P + l — 7. « + P + 1 — T. 1 — «) 
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enthalten sein, wobei M and N constante Glossen bedeaten, oder 
[83] F(a, p, ^,x) = Mx^-'F{<l. + l—^, p + 1 — -,, 2 -7, ar) 

+ ifa!'~Tj'(o+l— 7, p+ ]—-(,« + ß+ 1—7, l — a!) 
wo die Constanten M und N von den Elementen o, ß, 7 abhängen werden. 

42. 

Ans Gleichang 83 folgt 
lf(n+l— 7, ß + 1— 7, 2— 7, ar)=(l — ary— " FO— =, 1— P, 2— 7, a:) 
^(«+1—7, p + 1— 7, d+p+l— 7. l—x)=x'^~^Fi'i, ß, a + p+1— 7, 1— aj) 
Hiemach wird Gleichung 83, wenn 

gesetzt wild, 

J-C-x, p, a + p4-l-7, 1-a;) 
= A«, P, l)n«, ß, T, a;) 

+ j7(«, p, 7)(l-*)^-"-Pa:'-TJ'(l-<i, 1 - ß, 2-7, ^)- 

Derselben Gleichung ksnn man mit Hilfe der Formel 83 anch folgende 
Gestalt geben 

x^-fFia+l—t, p+I — 7, (x + p+1— 7, 1— ir) — 
rt«, p, 7)(1-^V— ^-F(7-«, 7-P, 7, =^) 

+ ?(«, P. l^^'^J-C' + l-T, P + 1-7, 2-7, *) 
oder wenn man dorch x^~^ diridlrt and a, p, 7 bezw. in a+1 — 7, 
P + 1 — 7, 2—7 verwandelt, 

J-C«, p, a+p + 1-7, 1-x) 

=j7(«+l-7, P + 1-1, 2-7) J^C«, P, T, *) 

+ /i;a+l_7, p + l_7,2-7)Cl-ar)^~— "ai^-^J'Cl-a, 1-P, 2-7,«) 

Da diese Formel mit der vorigen identisch sein moas, haben wir 

?(«, P, 7) = /X« + l--t, P + 1-7. 2-7) 
mithin 

[84] FC^p, . + p + l_,, 1_,) 
'-rt», P, l)-f('>, P, T, «) 

+«.+1-1, P+1-7, 2-,) (!-«)'— »i'-'i-Cl-., l-p, 8-1, ») 
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43. 

Um nun die Beschaffenheit der Function /(<■> ß> t) '° finden, setzen 
wir x = 0. Dann ist Uar, dasB J'(«, p, 7, a:) = I nnd a;'~^=0, sooft 
Dämlich 1—1 positiv ist. Nach Gleichung 48 haben wii aber 

Somit ist unter derselben EitiBchr&nkan^ bewieeen, daes | 

ist Dass diese Formel aber allgemein gilt, zeigen wir folgendermasieu. 
Die Differentiation von Oleichnng 84 liefert 

= Y«", P. T)i'(« + 1, P+l, 1 + 1, i)+«. + l-7, P + l-Y, 2-7) 
(l-«)r— >-i,-r|((l— ,)(l-i)_(-,_._ß)»)P(l— , 1_^ 2-,,.) 

+ ('-^^- ±)(,_;|a)r(ä_^ 2_p, 3_,, ,)| 

Nacli Art 10 Formel II ist aber, wenn a, ß, i in — a, — p, 1 — 7 ter- 
wandelt werden, 

(l-7)(2-7)f (-. , -P„l-7, .)-(il-7)(l-7+(a+fl_l)«)P(I-a, 1-f. 
2-7,«) + (l— )(l-p)(a:-««)J'(2-«,2-P,3-7,') 

Hierdurch geht die vorige Gleicbnng in die folgende Ober 

PCa+l, p + 1, a + p + 2 — 1, 1— ») 

l±lil^llrta, % 7)n« + l, P + 1, 7+1, ») 

-7)(1-»)' •-•«"' 

F(-a, -p, I-,,«) 

Verwandelt man aber in| Gleichung 84, a, p, i in a + 1, p + 1, 7 + 1, 
80 wird 

^(0 + 1, P+1, a+p+2 — 7, 1— «) 

— fta + 1, p + 1, , + l)^(a + l, p + 1,7+1, «) 
. +Ka+1— Y,p+l-7,l-r)(l-»)'-*-'-'»-'J'(-a,— p,l— 7,«) 
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D& nna dioae beiden 0]eiehniif[«D, wie leicht la sehen, identisch sein 
mOsBeii, so ist allgemein 



oder darch Terwandinng Yon «, ß, 7 in a — 1, p — 1, t— 1,. 
/■(«, P. T) = ^^^|:^/-C« - 1, ? - 1, 7 - 1) 

=- M;:^!.-;^"^ A-2.ß-2,7-2) 

a. 8. f., woruis leicht m schliessen, dus allgemein, fQr jeden ganzzahligen 
Veit Ton &, 

Non haben wir aber geieigt, dasB, so oft 1— (t — *) ""*« *+l— 7 
pwitiT ist, (Fonnel 85) 

rr, i« i, n _^ n(.-i-p-,-t)n(t- ,) 

«.-i,p-t,7-t) n(.-i)ncp_,) 

int, and da k, was aach 7 sein mSge, ststs so gross angenommen wsrden 
kann, dass i + 1 — 7 positiT ansfSUt, so ist allgemein 

„ , n(. + s-7)n(-7) 

und deswegen 

n(.+s-7)n(,-2) 
n(.-i)n(p-i) 



rta + i-t, p + i-i, 2-7) 

so dass nnsere Formel wird 

[86] jr(,, p, .-^p + l_7, 1_,) 



_ n(.-t-s-,)n(-7) 



^ V-?7Äl-T ^-'(-»)'-'^(-M-M-.») 



oder, wenn 7ina + §+l— 7 ?erwandelt wird, 
[87] F(^,f,^, l-n) 

_ n(7-i)n(7-.-p-i) .,,■,. , ,1 

^ n(.-i)n(ß-i) ' (i-«)-'f(i-<.,i-P,7+i- 



?,») 
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Wenn man lieber vill, kann man sehreiben 
in Formel 86 

fOr (l—xy"~^F(l—<x, 1—% 2—^,x)....F(a+l—^,? + l—^,2-■s,x) 
in Formel 87 

flirCi-a:y-^j'Ci-»,i-p,T:+i~<x-p,*)....J'(T-«,T-p,-r+i-«-P.iE) 



So oft also in irgend einer, unter uneerer Form enthaltenen Beihe 
dem vierten Element ein Wert kriechen 0,5 and 1 beigelegt wird, helfen 
die Torstehenden Formeln der langsamen Conrergenz ab, da sie jene 
Beihe in zwei andere, Ähnliche zerlegen, die um so rascher conveigiren, je 
langsamer jene convergirte. Indessen sind die besonderen Fälle auszunehmen, 
wo diese Umformung nicht gelingt, so oft n&mlich in der umzuformenden 
fieihe der Unterschied zwischen dem dritten Element und der Samme dar 
beiden ersten Elemente eine ganze Zahl ist. Denn ist in Formel 86 ^=0 
oder gleich einer negativen ganzen Zahl, so wird offenbar F(a., ß, ^, x) ein« 
sinnlose Reihe (Art. 2) und der Factor 11(7 — 2) unendlich; ist aber ^ eine 
positive ganze Zahl, grÖBser als eins, so werden F(l — k, 1 — ß, 2 — 7,2} 
und FOt + 1 — 7, P + 1 — 7, 2 — 7,3!) sinnlose Beihen und !!(— 7) un- 
endlich; ist endlich 7 = I, so unterliegen die beiden transformirton Beihen 
F(a, p, 7, x) und F(l — a, 1 — p, 2 — 7, a;) oder ^(14- 1 —7, p + l-i 
2 — 7, x}, welche also mit F{(t, ß, 7, x) fibereinstimmend wird, zwar diesem 
üebelstande nicht, allein die Umformung ist nichtsdestoweniger nutzlos, da 
beide transformirte Beihen mit dem unendlichen Coefficienten n(— 1} mnl- 
tiplicirt sind. Es wird sich daher verlohnen zu zeigen, wie anch in diesen 
Fällen die langsame Convergenz in eine raschere verwandelt werden kann. 



Sei k eine positive ganze Zahl (oder auch = 0) und bezeichnen wir 
die ib + 1 ersten Glieder der Beihe F(a^ ß, 7, x) mit X Das nächstfolgende 
Glied ist dann 

_ a.a + l.K + 2....tt + a.ß.p + l.ß4--2....p + t jt^.1 
1.2.3 ....t+i. 7.7 + 1.7 + 2. ...7+.*"'^ 

Dasselbe läset sich auch so schreiben 

n(7-i) n(a + t)ncß + t) .^i 
n(<x-i)n(p-i)nc* + i)n(7 + *r 
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und Ibnlioh die folgenden -Glieder. Hieiaos «rgiebt Bicli, dass eicli 



5Äii-JÄ_^.y(._ p_ ,^ ,) .^rtlekeii Ibst dnicb 



n(.-,)n(fi_,) •■ 



n(.+p— ,)[i(-T)ncT-i) ^ i n(.4-t+o n(p+t+i) ^.1 
) •ii\n(*+n-i)n(,+j+f)'^ 



+nc.-i)n(ti-i)n{.-T)n(p-,) ^ 



wenn maa Itir t alle Werte 0, 1, 2, 3 il. 8. f. ins Unendliclie gesetzt denit. 
Sbenso ]&sst eicIi F{it +1—7, p+1— 7, 2 — 7, a:) ansdrficiEeD durch 

0(1-7) yi n(»-T + on(P-7 + () ,1 
n(.-7)n(p-7)il 11111(1-7 + *j 

WO f ebenso wie Torher bestimmt ist, so dass bIbo, da [1(1— 7)e=(1 — ^)\\( — 7) 
und n(^ — l)=.— (1—1)11(7— 2) ist, offeobar 

" "'n(:.!ögV --"'-^--'^-'-^'^-^-' 

n(.+s-7)n(-7)n(7-i) vi n(.-7+i)ii(? -7+o.j«t-,i 
- n(.-i)n(p-i)n(.-7)ii(p-7)^l ii(n(i-7+Ö "^ ) 

Eientach ISaat sieh Formel 86 aach so schreibeo: 
F(., p,. + p + l_7, 1— it) 

_ ii(. + >-7)n(-7) ^ 
n(— 7)n(p-7) -^ 
I n(.+ii-7)n( -7)n(7-i) _yin(i+t+Wt>±±f)j^,^ 
* n(.-i)n(p-i) n(— 7)n(p-:7)^ln(t+(+i)n(7+*+o'^ 

_ a(.-^+f)^(f- ^+l) ,.^,_,i 
n(i_j+i)fn ' I 

Dieser Ansdmck zeigt soglaich, dass die elDzelDOn Differeazen nater 
dem Zeichen 2 gleich werden, trenn 7 = — i angenommen tlird, allein 
da alsdann gleichzeitig 11(7-^1) anendlich grose wird, so ttann offenbar 
das Prodnct endlich sein, um den Wert deeeelbeu durch endliche GröSBen 
anezndrflcken, setzen itir zan&cbst 7 + i ^ lu, so dass 

n(7-l).7.(7 + l)(7 + 2)....(7 + *-I)»-n» 
oder 

n (7 — ')"„(„_!)(„- 2). ...(„_ j) 
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wird. In der Hanptaaclie kommt es also daraof hinans, zuzosehen, was aoB 
1 | n(a-i+^-Hu)n(ß-T,+<+^) ,^,-,+„ n(a-7+0n(ß-T+O ,+,-J 

0,1 [i((— i+i+o,)nci+üi) ^ ■ n((-7+i)n( ^ j 

wird, wenn ot nnendlich abnimmt. Nach bekannten Principien geht aber 
hierans 

di 
herror, wenn wir der Kürze wegen 

n((— 7 + i)n(i— i-Y)* """ 

setzen nnd nur i nie Teräuderlich ansehen.'^ Hiernach ist nnn 

^^--TC«— r+0-'r(ß-i+0+f<(-i+i)+<P(<-*-T)-iog« 

mithin ergiebt sich, fii f = — h, 
[88] !■(«, p, 1 + p + 1 + i, 1 - i) 

_ noi+l+«nt_ j^ 

"^IE(.-l)I](|l-l)[l(.+t)ll(?+*)(-l)(-2)....(-*)2W'+'^<'+'+*' 

u(. + s)n(j + *)^ ii(«_i)n(f-i)n(iH-i) ■' 

wo") 
jr-{log«+ll'(.+*)+'I'(P+*)-'l'(*+l)^l|'(0>|F(«+*+l,P+*+l,i+2,i) 



«+t+l.g+ifc+2.a+A+3.p+t+l.p+i&+2.ß+i+3 , 
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Ti«rt«r Abadmitt 



p+A+1 k+2 



a + it + S ß + i4-3 k + 4 3 

O. B. f. 

und wobei äae obere oder untere Vorzeichen zu nehmen ist, je nachdem k 
eine gerade oder ungerade Zahl ist. 

46. 

Auf diese Weise wird ateo F^n, ß, a + p + l — 7, 1 — x) umgeformt, 

wenn 7 Null oder eine negative ganze Zahl ist. Den Fall 7 =' + 1 können 

wir ganz ebenso bebandeln oder anch kflrzer in den vorstehenden Sech- 

Dangen k = — I setzen, wodurch ^^ ganz Terschwindet und wir erhalten 

[89] F(a, p, a + ß, ]-*) 

=-n|^iyfe~i)l^''«^^'*'f"-^^+*<?-'>-2*'«t^("'^'^''^^ 
nc,.-i)n(ß-i)\^i.i'' 



wobei 

80 eihalten wir beispielsweise für "-^ä' ß= ö C^ffl- Form. 52 u. 71) 



M f(i, 



. 1, 1- 



1 f, 1 „n 1 , \ 1 ,21 ^185 

--jlogjg:rF^^, 2- ^^ ^j+ 2=^ + 64^'«-^ 768' 

102501 5 1394239 
■^ 655360 * ■'■ 10485760 * 



j^ 2 \ 1.1-3.3.5.5 

3 "^15; 2.2.4.4.6.6 
\ 1.1.3.3.5.5.7.7 ,^ 



7.8^ 2.2.4.4.6.6.8.8 

18655 
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Der dritte Fall endlich, wo i eine poBitive ganze Zahl, grösser als eins, 
ist, braucht nicht hesonders behandelt zu werden, da 

^'(a.P, tt-Hß+l— Y, 1— a:)=a!*"^f(a+l— 7, p + 1— T, o + ß + l— t, 1—x) 

ist und die Transformation der EeJhe F^a+i — ^, ? + i~^, a + ß+l — t, 
1—x) für 7 > 1 ohne Weiteres anf den ersten Fall znrflckkommt. 



47. 

Wir gehen zn anderen Transformationen fiber, unter denen die Sab- 

Btitation x= — ^—r die erste Stelle erhalten soU. Ihr zofolge wird 
y— I 

dx = — ^ — ^-TTS' somit 

-zi— =^ — =— fl — «)', nnd durch weiteres Differentiiren 
ax dtf ^ "' ^ 

Durch Einsetzang dieser Werte geht Gleichnng 80 über in 

dJ> ddp 

o = «pP + (]-y)(T+C« + ß-i-7)y)^+Ci-y)(y-sy)^ 

Um nnn eine ebensolche Gleichung wie 80 zn erhalten, setzen wir 
P=i\-yfp; woraus 

^-fr^-rt(i-,)'->p'-2Ki-j.f-"f+a-#'^ 

Wird dies eingesetzt, so kommt nach Division durch (1 — y)'' 

+ ^{7+(« + ß- 1 -t)^' -2|.y}Cl - j) 
MP' 
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Wir wollen [n so beatimmeii , daee der MaltiplicatOT Ton P" darch 1 — y 
teilbar wird, wäB eintritt, wenn wir |x ;= a oder (i- ^ ß eetEen. Der eretere 
Wert verwandelt die vorstehende Gleichnng in folgende 



ddP' 

1 ist, daes für y = 0, P'=l nnd ^ = ° " ~ ^^ 
irird. Hierans folgt aber P'= f (o, f — S, ^, g), bo dass man hat 

[91] n». ß, 7, a:) = (i -yrJ-C«, 7-P, 7, y) 

= Cl-*r"-F(«, 7-ß, T-~y^) 

Hätten wir fQr |ji den anderen Wert ß genommen, so würde eich gani 
ebenso ergeben haben 

[92] F(a, ß, 7, *) = (I - x)-^ i^ (p, Y - «, 7, - y£-) 

«eiche Formel anch ane der vorigen durch blosse Vertanachnng der Ble- 
meote a. nnd ß von selbst folgt. Mit Hilfe der eben gefundenen Formet 
werden die Werte nnserer Reihen für negative Werte des vierten Elements 
atets anf die Werte solcher Beiben fnr positive, zwischen und 1 liegende 
Verte des vierten Elementes znrfickgefllhrt, da man hat 

i^C", P. 7, - ar) = (1 + xr'^U 7 - P, 7, Y^) 



Es verlohnt sich zn zeigen, wie mit Hilfe der Transformationen 82 und 
91 Bämmtlicbe im Art. 5 zusanimenge stellte Fonneln sehr leicbt allein aus 
äem binomischen Lehrsätze abgeleitet werden können. Zunächst folgen 
daraus nämlicb die Formeln I — V. Hieraus folgen ohne Weiteres die Formeln 

^— X, wenn e* als Grenzwert der Potenz 1 1 + — 1 oder 1 1 r j > und 

log« als Grenze von ((a: — 1), für nnendlich wachsendes i, angesehen wird. 

Ans 

coanip + ^— 1.8in«y = (co8ip + i/ — l.simp)" 
ooe»<p — ^ — I .txanf = (cos^ — ^ — I .sintp)" 
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folgt weiter dQrcb Snbtraction und Additioo Formel XTIU und XXII, und 
bierans durch Formel 82 sofort XIX und XXIII; aus diesen werden wieder 
durch Fonnel 91, SVI, XVn, XX and XXI abgeleitet. Wird t ßr nt nnd 
n unendlich gioBB gesetzt, eo folgen XI und XU ans XVI nnd XX; setzen 
wir dagegen n unendlich klein, so folgen Xm— XV ans XVI— XVIII.") 



49. 



bgtitntion x = — geht ebenso herror 
P-(a + p-l- 
P=/P', so wird 






-^Ca^-p-l)^-^lCT-2)y + (^tH.-^t)(l-J,)) 



^. („ + p_l_(^_2)y- 2^1(1 -y))y 
ddP" 






tiplicator von P' durch y teilbar werde, iat entweder 

:ß ZU setzen; der erstere Wert liefert 



-l-(7-2«- 2)y) +(y-SyJ - 



ntegral ist. Der Gleichung I wirds also geuftgt durch das 
ral *^ 

p=/f(a, a+I-7, * + l-p, y)\ 

; der zweite Wert ji. = p das zweite particuUäre Integral 

p^/f-CP, p+i-T, ß + i-'t, y) 
Tollständige Integral erhält 

x+i-t, «-+-1-?, y)+5^i^(P, P+1— r, ß+f-^-«,y) 

Constanten bezeichnen, die aber nicht willkürlich, 4'ii[eru 
ind, da P nicht das vollständige Integral der GloichÄig go, 
1 particul&res ist. Damit jedoch die Bestimmnntr Jer 

I 
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Constanten A nnd B uns nicbt zn nnnStigeQ Weitläufigkeiten fBhre, woUen 
wir dieselbe Gleichung auf aDderem Wege mit Hilfe des schon vorher 
Ermittelten ableiten. 

Setrt man in Gleichung 91 — ^1 — e und verwandelt man in 

Gleich. 86 fl in 7 — ?, -f in a + 1 — p nnd x in u, so ei^ebt sich 



nC7-«-i)nc?-i)'^" 



Nach G-leichnng 91 nnd 93 ist aber 



J'(p,7-a,ß + 



l-<.,^}=(l-«)-='_p(3,fl+I-7, ß + l-a,-j^) 



Wird dies, sowie g ^ . ; I — «^ — , ; — \ ' —", '^"Z ^'''" 

gesetzt, eo erhalten wir 

[93] n^p,,,,)-nü=mi=|=i}(_«)-.f (,,,+,_,,,+!_,, i) 

welche Gleichung mit der oben gefundenen äbereinkommt, wenn 

. n(i-i)ii(p-.-i) 



-n(-,— i)n(p-i) 



(-!)■ 



•^-n(.-i)n(-,-p-i)< ') 

gesetzt wild, wobei zu bemerken, daee 

(— l)*^C0BaS7r+ y'— l.sinafec 
(— l)*=C0BßAjt+ j/— 1 .sinßfot 

ist, während A irgend eine angerade ganze Zahl bedeutet. 
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60. 

Darch Gleicliniig 93 wird der Wert unserer Fnnction ftiT Werte des 
Tierten Elements, die grösser als eins sind, anf den Fall zurackgeföhit, wo 
das vierte Element kleiner als eins ist. Zogleich erhellt, dass negativen 
Werten des vierten Elements, die grösser als eins sind, stets ein einziger 
reeller Wert der Function F entspricht, positiven dagegen nur dann ein 
reeller Wert der Function entsprechen kann, wenn a und ß entweder ganz- 
zahlig oder rationale Bräche mit ungeraden Nennern sind; in allen fibrigen 
Fällen erhlQt F(ix, p, ^, x) für einen positiven, die Einheit fthersteigenden 
Wert von x nur imaginäre Werte. 



Die bieher entwickelten Beziehungen zwischen mehreren Fnnctionen F 
waten Bämmtlicli linear: wir fügen eine weitere von anderer Art hinzu. Es sei 

P=F(<x,?,^,x) 

Q = x^^F(a+l—-t, P+l-t, 2-7, x) 

ü=J'Ca, p, a + p+1-7, 1-*) 

u. z. so, dass P, Q, S drei particaläre Integrale der Gleichung 80 sind, 
es sei also 

I. o = api'-(Y-(c + ß + l)ic)g-(a:-<r«)^ 

n. = <.?Q-(T-(a + ^ + l)x)^-{x-xx)^ 



Wird die erste Gleichung mit Q, die zweite mit P multipliciTt, bo 
ergieht sich durch Subtraction 



Diese Gleichung wird aber durch Hnltiplicatlou mit x' ^(1 — a^)""^^^ 
integrabel und liefert 
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Vierter AbBchnitt 
Ganz ebenso liat man 



[95] B = xHl—x)' 



dx 



+m.,_^ BäP~PdB 



[96] C=a:TCl— a;)" 

Die Constanten A, B, G lassen sich durch folgendes Verfahren leicht 
besümmen. 

Pflr»=OwirdiWi;fen)erwirda!^^=iEJ'(a+l— 7, ß+1 — ■[, 2— 1, a;) 
= fOr a: = 0; der Differentialquotient dieses Änadrncks aber, nämlich 

'(x^~^ Q + x' -^ wird = l ; hieraos ergiebt sich ^ p = 1 — 7filra! = 0, 

mithin 

Um aber anch B und C zn bestimmen, nehmen wir die Gleichung*^) 
S=f(<i, P, 7) P+/"(« +!-■(> ß + 1-7, 2-7)0 
iriedet anf^ deren Differentiation ergiebt 

Wild die erste mit -^> die zweite mit Q multiplicirt, so folgt dnrch 
Snbtraddon 



B = (l-I)ft«, P, 7)- rt(._,,n{p_7) 

Ebenso liefert die Snbtraction, naclidem die erstere Gleichung mit 
^> die zweite mit P nmltiplicirt ist, 



mitliin 



n(.-i)n({i-i) 
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Wenn man lieber will, kann man die drei Gleichnngen auch ao dar- 
stellen, dass die abgeleiteten Functioneii ^> -^i -5— durch enäliche 
Fanctionen anBgedrüclit weiden; so wird z. B. Formel 96 

[97] Y-^C«, p, a-i-p-1-1-7, l~x)F(_a + l, ß+1, -[ + 1, x) 

+ ^ p|l_ -7^('' + l' P + 1' a + 3 + 2-7, l-x-)Fia., {1, y, a:) 

_ n(« + 3-7)n(7- i) _ _p_. 



Wird die Function f ( — a, — ?, 1 — t, it) mit S bezeichnet, eo ist 

0-«pS-(l-, + (. + p-l),)g-(.-»«)^ 

Dnrch CombinatiOQ dieser Gleichung mit der I. des tot. Art. kommt 

./SdP + FdS\ „ „ .dP dS , ,dSddP + dFddS 

welche Gleichnngr integrabel ist nnd liefert 

Co«sl-.pPS-(.->..)^-g 

Der Wert der Constante ergiebt sich ans x^O. ohne Weiteres = aß. 
Zieht mau die endliche Form vor, so hat man 

[98] JTK % 1, «) «- s - P, 1 - T, «) 

-:;^r:^(«-»*).''(" + i. P + 1. 7+'. »).f(i-''. >-P. 2-1, «)-> 

Formt man hier die vier einzelnen Fuuctiouen nach Formel 82 am nnd 
schreibt dann 7 — 0,1 — ßiSra und ß, 80 erhalt man 

[99] (1 — ») f C«, P, 1, «) Ji-Cl - «, 1 - P, 1 - 1, I) 

- '~,-lr -»^t°- p- 1 + >' «).fa-«. i-P. 2-1, i)-i 
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Einige specielle Sätze. 
53. 

Alle Beziehuagen, die vir bie jetzt entwickelt haben, sind insofern voll- 
kommen allgemein, als die Elemente a, p, ^ dnrch keine Bedingungen 
beschränkt sind. Änsserdem haben wir aber mehrere andere gefdnden, die 
besondere Bedingungen ffir die Elemente n, ß, 7 voraussetzen: weit mehr 
jedoch sind ohne Zweifel noch verborgen, and s^bst die hier mitiuteilenden 
wild man später vielleicht aus höheren Frincipien ableiten kSnnen. 
4y 
'(l-t-y)"' 



Setzen wir zneret in Gleichnng 80, « = 7^ ^' also 



d» 



, i(\—v) 
mitliin 

dP dP (] +»)' 

dx dy 4(1 — y) 
ddP_ dP (1 +s)' , dP (2 -!l)(H- il)' 

c& ' d!,'iO.-j,y dy' 2(1-!/)' 
ddP_ddP (!+») ■ (.-i-AO-t-y)' dP 
dx' <i»' ■ 16(1 — j)' 8(1— y)' dy 

Hierdvrell wird jene Gleichung 

- (T(l + «)'- 4(» + P + IW Jfi^% ■ ^ 

_MP y(H-ii)' y(ä-il)(l+?) dP 
dy' 4 2(1-») * 

oder 

0-4.Kl-,)P 

- (7(1 +»)'-4(- + P + 1)» + 2»(2 -»))('+ »: 

— (» — »y)(i +y) "^ 

0-4.ß(l-j)P 

dp 

-(1+!')(1-(4" + 4P-2t)j + (i-2)»)^ 

ddp 
'dy' 



-(1 +»)■&'-») j 
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Wird ^=(1 -\-yfQ gfteetet, bo folgt hieranB 
I. 0=2a(2ß-TH(äoL+l-7)y)C 



Unter der Voraaseetznug ß = a + « nimmt nun diese Gleichung folgende 
Gestalt an 



— 2a(2. + l-7)e 
-(,-(4. + 2-,),) 



DaB Intej^ derselben ist 

Q = J-Ca«, 2a + 1 - 7, 7, y) 
BO daSB Bicb ergiebt 

[Iffl'] (1+J)"J'(2.S 2. + l-7,7, j,)-J'(.S. + |,7, (f^,) 



Wenn wir statt der Beziebnng ß = a -H ^ diese annehmen 7 = 
wird Gleichang I des Tor. Art. 



0-2.(2.+ l-2p)»e 

_(2p_(4. + 2-2B») 


f 


-»(1- 


»)^ 






nnn jy=« gesetzt, so kommt 






da 

ddQ 

da' 




^ 


som 


0.4.1 


-(2.4 


-p) 


)f 



„Gooi^lc 



i 

i_ 



Vierter Abschnitt, 
and da das Integral hiervon 

«-■«■(•. «+i-ß.,P+v') 

ist, Bo habeu wir 

[10.] (lH-,)-f(«, . + i-P, P+i, ») = *■(., P, 2P, p^) 

99. 
Wir setzen zweitens a: =_^ — 4yy, also 

*■; — 4*(l — 2j) 
dP_dP 1 

du i^'4(l — 2sr) 
ddp ddp 1 dP l 



dx' ~ dt' 16(1 — 2j,)' "^ % 8{l - 2»)> 

Hierdurch wird Gleichung 80 

— 4«PP 

- h - (to + 4P + 2) j, + (4. + 4P + 2)») j4^ ■ ^ 
, ^ddP 

TJm im zweiten GUede den Bruch beseitigen zu können, muss man setzen 
7 .= a + p 4- ^! wodurch sich ergiebt 

= 4app 

-(« + P + J-(2" + 2P+l)»)f 

Das Integral hierron ist 

P-r(2., 2p, ■ + ? + !.») 
so dass wir haben 

[102] J'(«, (1, . + (1 + ^, 4,-4ot) = ^(2., 2P, . + P + |. j) 
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Wollton wir in dieser Gleichong jr in 1 — 9 verwandeln, ao wflrde darans 
berror^elien 

J*'(«, ß, a + fl + i, 4y-4yy)=p(2<i, 2p, a + P + |' 1— y) 

woraus das Paradoxon za folgen scheint 

welche Gleichnng sicher lUsch ist. Um dies anfzokl&ren, müssen wir uns 
erinnern, dase man zwischen den beiden Bedeutungen des Zeichens F wohl 
zn unterscheiden hat, je nachdem dasselbe nämlich tt^weder die FunctioD 
darstellt, deren Beschaffenheit durch die Differentialgleichung 80 angegeben 
wird, Offer aber nur die Summe der nnendlichen Reihe. Die letztere stellt, 
so lange das Tierto Element zwischen — 1 und + 1 liegt, stets eine YöUig 
bestimmt« GrGase dar, man darf aber diese Grenzen nicht überschreiten, 
da sonst jede Bedeutung aufhGrt. Die erstere Bezeichnang dagegen bedeutet 
eine allgemeine Fnaction, die sich stets nach dem Gesetze der Stetigkeit 
ändert^ wenn das vierte Element sich stetig fliessend ändert, man mag dem- 
selben nun reelle oder imaginäre Werte beilegen, wenn man nur die Werte 
und 1 immer Termeidet. Uieraua erhellt, daes iu letzterem Sinne die 
Function fOr gleiche Werte des vierten Elements (beim Üebergang oder 
besser Rflckgang durch imaginäre Grössen) ungleiche Werte erlangen kann, 
von denen der, den die Bähe F darstellt, nur einer ist; ee ist sonach durch- 
aus lein Widersprach, dass, während ei» Wert der Function Fl<t, ß, a + f 
+ ^, 4* — 4yyj gleich f f 2«, 2ß, a + p-l-|, yj ist, . 
=f|2z, 2ß, a + ß+ö' 1—?) ^Ti, und hieraus die Qleiehheit dieser 

Werte zn echliessen, wäre ebenso ungereimt, als wenn man aus Are. sin -^ = 30* 
1 ^ 

und Are. sin 2 = 150° schliessen wollte 30° ^ 150°. — Nehmen wir dagegen 

das Zeichen F in der weniger allgemeinen Bedeutung, nämlich so, dass es 
nur die Summe der Beihe F darstellt, so setzen die Rechnnngen, durch die 
wir Gleichung 102 ermittelt haben, notwendig voraus, dass y vom Werte 

an nur so weit wachse, bis x= 1 wird, d. h. bis zu y=n" In eben 

diesem Punkte aber würde die ^f^^^ der Eeihei'= J'lo, p,a-|-p + n' 

4y — 4yy | unterbrochen werden, da offenbar -^ von einem positiven (eoi- 
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liehen) Werte plötzlich aof eiDen negaÜTen springt.") Id dieser Bedeatiuig 
ist also eine AosdeliDiui^ der OleichaDg 102 über die Gieiusen If^'ä 
— y-ä hia l/=-ä hinana, nicht erlaubt. Wenn man liebet will, kaiu man 
dieselbe Oleichnng anch so schreiben 

[103] f(., f, . + p + i,i]_r(2,., 2p, .+ p+i, '~'^~' ) 
oder so 

[104] F(a,ft <.+p+i, l-»)-i'(2., 2ß, . + p+i, -~/?) 
«orans ale Znsatz folgt (Formel 48) 

naii Fti^m .4-9 + i n . n(. + ii-t)n(- i) 

[105] J'(^2«,2p, . + J+2, 2J- n(.-i)n(p~l) 

-n(«-i)n(p-i) 



Ans der Anwendimg der Formel S7 auf Gleicbimg 104 folgt 

I 1 1— /»A 

[106] F[i„, 2% . + P + 2 ■ — J^ j 

- iF(., p, i, «) + B ^x. J-(. + i, p + i, |, .) 

worana erhellt, dasB die Beihe 

f(2., 2f), . + p + i, 1^') 

dargestellt werden lana dnrch die Reihe 



- n(.-ijn(p-j) ' -°- n(.-iyii((i-i) 
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gesetzt wird. Hieraus kanD man schliesseii, äaas 

[107] F(t., 2f, •+?+!, ^^)- Af(., P, j . ») 

Sollte dieser Schlnas nicht blDreichend statthafb erscheinen (obg-leiclL 
derselbe unachwer aasser allen Zweifel gesetzt werden kann), so kannten 
wir auf folgende Weise zn derselben Gleichung gelangen. Nach Gleichnng 
87 ist 

wenn der Kflrze halber 

n(, + ß-i)nc^j-a -ß) nca + ß-^)n(«+ß-i) 
nc=.-f!-^)n(fi-a-i) ' ''- n(2a-i)n(2p-i) 

gesetzt wird. Ans Gleichung 104 ergiebt sicli aber leicht 
wenn der Eflrze halber 

na-.-n nt-t) n g-.-snc-t) 

n(-«)n(-pi) • "-nc-j-.jnc-i^) 

gesetzt wird, Hierane folgt wiedenun nach Gleichung 82 
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Vierter Abschnitt. 
Wird dies eingesetzt nnd 

gesclirieben, so erhält man 



^^V'^--P(' + I'ß+1'-|'^ 



was in der Form mit Gleicbnng 107 übereinstimmt. Wir könnten nun 
zwar bloss ans der Natnr der Function H herleiten, dass M^=A and N^ — B 
ist^ da sich mit Hilfe der Gleich. 55 und 56^*) leicht zeigen lässt, dass 



cob((i + P)ic 
DE^^^_ 2sintt«Bin3u i)g2"+'S-- 



3 5 

2' 2' 



C08(a + ß)ir B oos(a + p)ir 

indessen ist diese Mfihe nicht einmal erforderlich. Es ist nämlich klar, 
dass, wenn a; = gesetzt wird, 

M=F{2<t, 2ß, a + ß + i, i)=^ 

werden mnss; difTeientürt man aber jene Gleichnng, so kommt 

«3 / 3 l+v'*\ 

— 2.?iKf(ci+l, p + 1, |. x\ 

+ IHi)(p+t)»/-'-{-+I 

woraae, wenn man x-=Q setzt, hervorgeht 

ä-ß nr.. + p + i)n(-j) 
~» + p + i' n.np 

n( .+p-i)n(-i) 

n(.-i)n(p-i) 
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67. 
Aas der Verbindung der GleichnngaD 106 and 107 haben wir daher 

[108] iAFln, P, \' A 

t 1 \ — ^|x\ 1 1 l+l/«\ 

•.F\^ 2ß, » + P+2. — 5Lj+f.^2.,2fl, a + p+j.— f-J 

Verwandelt man in Gleichung 109 a in «— »' ß in ß — «' so siebt mau 
leicht, dasB daraus herrorgahf^) 

/ 1 i+j/»\ 

-ü'(^2.-l,2|i-l,. + p-2. — J-j 
1 ^H'\ 



P (sa- 



li 29— 1,1 
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Anmerkungen. 



1) Art. 5, No. XIII — XXIII. Es sei daran eriunert, dass in Oaiai' Schreibweise 
!in('' = (sini)" ist. 

8) S. 15. Für contlguut wurde, statt der Ton Öokm in der Anzeige S. 3 vor- 
gescblagenen Terdeutscbung vaicaadt, du Wort benachbart darum gewählt, weil 
dasselbe auch in der Zahlentheorie bei den „benachbarten Formen* üblich ist. Herr 
Kummer gebrauchte in einer Vorlesung über die hjpergaoniatriache') Reihe den 
Ausdruck rangrenzend". 

3) Art. 12, S. 21. Uass die Eettenbrüche im letzteren Falle conyergiren, ist 
bei Schlömikh, Algebraüche Ana^fa, § 70 bewiesen. 

4) Art. 14, S. 33. Die a. a. 0. auftretende hypei^ometrische') Reibe ist 

^ 4/-, , 6 , e.S , 6.8. 10 . , 6.8.10.12 , , \ 

oder als Eettenbnicb 



wo Q den im Test angegebenen Kettenbruch bedeutet. Das Bildungsgesetz der 
Coefficienten von x ist dabei 



(' 


+ 2)(. + 5) 


(2, 


+ I)(2n + 3)' 




(»-3)» 



(2^+l)(2« + 3)' """"6=™ 

Die femer im Test angeführte Gleichung für x - 
Definition von £ durch die Beziehung 

v_ J 

wenn tär X der obige Kettenbnicb gesetzt wird. 

'} VkI- AnnicrliunB II. 
GaaiB. 



D,qit,zeabvG00»^lc 



5) Art. 15, S. 36. Di« letit« Behauptung folgt unmittelbar am der Raabeiii\tü 
CouTergenibedingung 

»1 

(Bmmgarlner u. f. ElHngthaatm, Zeitachr. fnr Physik u. Hatb., Bd. X, Wien 1832, 
§ II.) Vgl. im Uebngen SchlömSJtA, Algebr. Aoalysifi § 26. Stern, Desgl. §67 ff., 
U'eiatira*», lieber die analytischen FacultUen (.Ordte Joum. Bd. 51, Art. 5, V— VII.) 

6) Art. 22, 8. 34. Nach Kramp (Analyse des r^fractiona astronorniques et 
terrestres, k Leipsic 1799. 4<0 ist 

a'"' = a(,a + c)(u + 2c)...(a + J^^c). 
Vgl. Käigel, Uath. Wörterbucb, Art. ^Facumt, niunerische". (II. 1805, S. 175 IT. 
und das Supplement lon Onnert 1833—1836, U. 285—319.) 

7) Art. 25, S. 37. Man bemerkt leicbt, dass aus [54] durch Hultiplication 
mit 1— I folgt 

ll(l-*).lk=li^'?^, 

wodurch die Berechnung TOn 11« für i = ^ 1 auf lls für * ^0. ... -j-iuröck- 

gefübrt ist. 

8) ArL 26, S. 38. Formel [57] ist, wegen T; = H (2 — 1) gleichbedeutend mit 

r.r(,+i)r(,+?)....r(.+"-^)_(s.)""^ J"~r(«.), 

welche Gleichung zuerst Ton Legendre (Traitj des fonctions elliptiques, II. 414) ge- 
geben und ausser yon Camhy und Creüe auch von DiridUet (Sur les int^frales 
Eal^riennes. Crtäe Joum. XV) bewiesen wurde. 

0) Art. 28, S. 40. Nach Herrn Schering» HitteUung (äouw' Werke, 111. S30) 
enthält Ooum' Handexemplar der Düqtmitionei bei diesem Art. die Au&eichmuig: 



„Die beste Definition v 



ving teilt 
[58] logn, = (j + i)log^ 



10) Art. 29, S. 41. Hr. Schering teilt (a.a.O.) aus Qaiu^ Handeiemplir 
noch folgende Umformung mit: 



die unmittelbar aus 61, 62 und 57 abgeleitet werden könne. Femer finde nch m 
einem Notizbuchs (nach dem Jahre 1847), mit Hilfe der £iito-schen Form d" 
Gleichung &8, der Wert tou logIl(IO + ») berechnet und daraus 

logOi = 9,7173075 — 17' 16' 57" 693 .' 
n. ■= + U,4980i56 — 0,1549496 1. 
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11.} Art. 29, S. 41. GauM gsbnucbt hier den Ausdruck .hypergeonetrische 
Rdhe" für die Reihe der Bernoutfi sehen Zahlen wohl in dem Sinne, dais diese Reihe 
und andere Ton der im Texte beschriebenen Art BehlieMlich etärker divergiren, als 
jede wachsende geontetriieht Reihe. Man pflegt solche Reiben jetzt nach Legendre 
(Esercices de calcul integral, I. 367) kalbconvergenl oder »emicotwergeni zu nennen, 
unter der hypergeometmckea Reihe aber die von Oaun mit F{a,^,-{,x) bezeichnete 
zu verstehen, bei der man die in den Coefficienten auftretenden Elemente anch wohl 
vermehrt, so dass man z. B. hat 






Man kann auch mit Scheibner (Ueber wnendSche Reihen und deren Coiwergens, 
Leipzig 1860. § 25) die hjpergeome Irische Reihe als solche Potenzreihe definiren, 
bei der der Quotient zweier aufeinaaderfolgender Coefficienton sich auf die Form 



bringen läast, also auf die Form, an die Gau«« im Art. 16 seine Convergenz- Unter- 
suchung geknüpft bat. 

Zuerst findet sich der Name in der 1655 erschienenen Arithmetka inßnitorwn 
Ton Waäis (Scholium zu Propos. 190. Opera maA. I. Oioniae 1695, S. 466. Vgl. 
auch Dedicaiio S. 359.) Dort wird der gleickmättigen geometrischen Reihe {jvogremo 
Geometrica aequiäiüu). bei der jedes Glied aus dem Torhergebeoiieu durch Hulti- 
plication mit derseSten Zahl entsteht, die ^ergeometrische Reihe gegenübergestellt, 
bei der die Hultiplicatoren ungleicke, wachsende oder abnehmende, Zahlen sind. So 
ist die Reihe I, -^, -g-, t^"' eine abnehmende hypergeometrische Reihe [progr. 
Hyper-geometrka decretcetu), weil die Glieder 



'' '-2' ''3'4' 2'4'6" 

durch Hultiplication mit abnehmenden Facto^en aus einander hervorgehen. Ent- 
sprechend dem Sachverhalt bei der geometrischen Reihe fasst Wedhi jedes Glied 
seiner Reihen als hypergeometrüche» JUülel zwischen dem vorhergebenden und dem 
folgenden Gliede auf. Der zwischen i und */i einzuschaltende Mittelwert giebt dann 
das Verh&ltnis der Ereisfl&che zum umbeschriebenen Quadrat an und wird (I^-op. i9i) 
durch das nach Walih benannte Product 

3.3.5.5.7.7.... 

2.4.4.6.6.8....' 
sowie durch den /Jroun»t«rschen Eettenbruch — bekanntlich den ersten seiner Art — 



D,qit,zeabvG00»^lc 



84 Anmerkung«!]. 

dargestellt. Als cescbichtlich bemei kenswert sei noch enihnt, dMS WalÜä för das 
bjjrtrgeoineliisrhe Mittel ein besonderes Operslion Bleichen einführt, welches ^ wie 
das Wnraeheichen beim geometriscben Mittel — die nicht immer ,in wiABcheB 
Zahlen" (ceru ttwneriti) ausführbare Rechniuig andeuten soll. Diesem Symbol ist 
indessen da» erhoffte Bürgerrecht in der Mathematik versagt geblieben. 

Bei Euler (De tenamo generali lerierutn hypergeometricanim. Nova Acta Petrop. 
VII. 17T6, pg. 43) lautet das nte Glied solcher Reibe, unter Bezugnahme auf WaHis, 

o(ü+l)(<i + 2)...(o + n""-lA), 
und ebenso definirt Klügel (Math. Wärterbvch U. 723). Indessen ist, wie wir gesehen 
haben, die Walßt sehe Form schon allgemeiner. 

Ifl) .Art. 40, S. 57. Formel [82] ist schon von Euler gegeben (Acta 
Petrop. XII.) Vgl. Klügd {Örunert) Math. Wörterbuch V. 373—375 „Umformung 
dw Itoihen" Art. 24. 25, sowie Kmnmer, „üeber die hjpei^eometrische Reihe 
\+'~^x + ...' Creile Joum. Bd. 15. Gleichung 17 u. 18. 

13) Art. 45, S. G4. Wird in 



<u=o 0,1 n{(— T + n-ü>)ny+<«) 

n(,— r + t)ii(3- 7 + f) j^,.j 
nu-T+i)n( ^ 1 

der Subtrahendus gleich V (l) gesetzt, so ist der gesuchte Grenzwert offenbar -^i 
und dann 

[Wt\ ^_^ = 'V{'' + k + l) + V(^ + k + l}-V(t + k + l)-ft + \ogj:, 

woiauB sich der nnter das Summenzeichen zu setzende Wert von —j- ergiebt. 

OttuM hat diesen Weg nicht eingeschlagen, sondern da es auf die Wert- 
bestimmung des obigen Ausdrucks für einen gewissen Wert von — f anhommt, den 
Ausdruck lieber als Function von —f behandeln wollen; hierdurch war er genötigt, 
— ■j auch in die Factoren Ilfund M(f + a)) der Nenner einzuführen, was er durch 
Hinzufügung des für u)='0 verschwindenden Gliedes — jI: — -j bewirkte. Der Aus- 
druck wird ao 

li„ f7i-T + e>)-tf(- T) .. < IUi- l)_ du 
«■ = o „ di-t) d-t' 

14) Art. 45, S. 64. Es ist vielleicht nicht überflüssig, auf die von Gau»» zur 
Berechnung von Y angewendete Reihen-TransformatiDn hinzuweisen, die hier noch 
verborgener liegt, als die von Abel in der Abhajidlung über die binomische Roihe 
gegebene [Beweis zum dritten der vorausgeschickten Sfitze über Convergenz und 
Divergenz. Crelk Jowm. Bd. l. Oeuvret /.]. Man hat zunächst 



y-2".'-. 



= log iK -H V (a -H / -H i) -H 'K {? -H ( + 1) - V (( 4. 

_n( « + t+k)i\ip + t+h) n(t-n) ^ 
ii(o-H,^)n(,)-Ht) " ii((+A+i)n( 
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^nn ist allgemeiD 

Uo I'o + "I ''l + "1 fj + ■ ■ • = "o (Po + C| + 1^ + ■ ■ ■ ) 

+ (U| — "o) «1 + («s — «o) f» + (wj — %) P) + ■ • ■ , 

U| — 11(1=' A, Uj — U\^^ B, Ub — M; = C, U. 6. w. 

setzen, 

V- .(»2 «, + ^t!. + (,4 + ß) ü, + ( J + ß + O t^ H , 

und dies liefert, mit Rücksicht auf den im Anschluss an I. in diesem Art. gefuDdenen 
Wert von^B,, wenn dort k statt — -j geschrieben wird, die Guiwgsehe FOTmel. 

15) Art. 48, S. 68. «Der Art. 48" bemerkt Herr Schering (Gaws' WerU 
III. 230) nist hier so niedergegeben, nie er nach vielfachen Durchstreichungen von 
Worten und ganien Sätzen in der Handschrift gelesen nerden muB~; nach Absicht 
des Verfassers dürften aber wohl noch die Worte „e aolo theoremaie birtomiaff' fort- 
zulassen sein." Die Tilgung dieser Worte in der Handschrift scheint hiernach 
;tweifelhaft zu sein; nie bereits g-elegentlich des Druckfehler - Verzeichnisses zu der 
6nuMScheu Abhandlung (Ztschr. f. Uath. u. Phys. a. a. 0. S. IDl) bemerkt, ist. ein 
innerer Grund für die Fortlassung jener Worte nicht ersichtlich. Zu erwähnen ist 
noch, dass in beiden bis Jetzt erschienenen Auflagen des 3. Bandes der GauMsehen 
Werke die im Anfang des Art. anfgefährten Formelgruppen I — IV und VI^IX 
lauten, so dass die Nummern V und S., die wir hier hinzugefügt haben, dort ganz 
fehlen. 

1^ Art. 51, S. 71. Aus Art. 45. 

17) Art. 55, S. 77. Folgender Nachweis dieser Behauptung, bei dem eine 
gütige HitteiluDg des Herrn Prof. Hamburger in Berlin mit Dank benutzt ist, dürfte 
nicht unangebracht sein. 



Ans P=f{-i, P, a + ß + i, ij-*^) folgt 



=^^^-_^^'-'{<' + U?+h'' + ? + ^'ij)-iy')H-m- 



Für S^-^ erscheint das Product rechter Hand, abgesehen von dem constanten 
Factor, zunächst in der Form m.O, da in der Reihe F das vierte Blemeat =1 
nird und die Convergenzbedingung V des Art. 15, nonach die Summe der beiden 
ersten Elemente kleiner als das dritte sein müsste, nicht erfüllt ist Um den wahren 
Wert des Products zu finden, schreiben wir es nach [82], mit Rucksicht auf 



-(l-<4»-V))"+'>+»+"-(" + ? + |). 
(f + i, . + i, . + S + |. 4,-V). 
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r<?l _4^ "i 



f— 1 l.,T "''-^P- " 



1^10 i. Ä. endlich und yon NnH lerachieden wird. DtM aber -r- an dieser Stelle 
das Voraeichen wechselt, ergiebt eich leicht, wenn man in dem obigen Aasdruck des 
Difterentialquotienten für y einmal -^ — t, dann -Ä+t setxt, wo i eine beliebig 
kleine Grösse bedeutet. Die Reihe F hat in beiden F&Uen das vieite Element 
1 — 4t*, coüTe^rt also beidemal gegen dieselbe Snmme, der Factor 1 — 2y = ± 2t 
dagegen wechselt das Voraeichen, somit auch -j- selbst. 

18) Art 56, S. 79. Auch Gleichung 57 scheint erforderlich zu sein. 

19} Aft. 57, 8. 80. Formel [110]. In den Werken lautet der Zähler des 
Braches linker Hand "-—-ä'^ — -ä- Die geänderte Formel ist u.a. leicht durch die 
Annahme 9 = ^=1, «— oos't, mit Rücksicht auf Art. S,XTV als richtig zu bestätigen. 
' D»Bs das Tersehen unbemerkt blieb, erklärt sieb einerseits daraus, dass Oavu den 
zweiten Teil seiner Untersuc hangen noch nicht druchfertig gemacht hatte, während 
andererseits die Formel die letzte des ganzen Werkes ist, aus der weitere Schlüsse 
nicht gezogen wurden. Tgl. auch das schon angeführte „Verzeicbniss von Druch- 
fehlera n. s. w." Nr. 23. 
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